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ВВЕДЕНИЕ 

 

Наиболее часто в качестве математической модели стацио-

нарной  динамической  системы используется интегральной 

уравнение Вольтера I рода с разностным ядром: 

     
0

t

k t d f t      , 

где  k t  – импульсная переходная функция (ИПФ) динамиче-

ской системы (ядро интегрального уравнения),   , ( )f t   - вход-

ной и выходной сигналы системы. При этом выполняется усло-

вие, которое обусловлено технической реализуемостью системы  

( ) 0k t   при 0t  . 

С этой интегральной математической моделью связаны две за-

дачи: 

 обратная измерительная задача, когда необходимо по-

строить оценку для входного сигнала      по зарегистриро-

ванным значениям функции ( )f t  и известной (или задаваемой) 

ИПФ ( )k t , т.е. решить интегральное уравнение относительно 

функции    ; 

  задача параметрической идентификации, где необхо-

димо построить оценку для ИПФ системы по зарегистриро-

ванным значениям входного и выходного сигналов  ( ), ( )f t  , 

т.е. решить интегральное уравнение относительно ИПФ ( )k t .  

Заметим, что как первая, так и вторая задачи относятся к 

классу некорректно поставленных задач, когда могут нарушать-

ся условия (одно или несколько) корректности по Адамару, в 
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частности, появляется неустойчивость решения интегрального 

уравнения к погрешностям задания правой части ( )f t .  

В данной монографии рассматривается построение устой-

чивых алгоритмов решения задачи непараметрической иденти-

фикации. Следует отметить, что предложенные во многочис-

ленных публикациях различные методы регуляризации решения 

некорректно поставленных задач ориентированы для решения 

обратной измерительной задачи, когда требуется определить 

(восстановить) входной сигнал динамической системы (при из-

вестной импульсной переходной функции) и плохо адаптирова-

ны для решения задачи непараметрической идентификации. Это 

обусловлено следующими причинами: 

 в существенной части публикаций используются детерми-

нированные методы введения априорной информации как о 

самом решении, так и о погрешностях исходных данных зада-

чи; 

 предполагается, что входной сигнал идентифицируемой 

системы измеряется точно и только выходной сигнал измеря-

ется (регистрируется) с некоторой погрешностью; 

 необоснованно мало внимания уделяется выбору опти-

мального параметра регуляризации, когда входной и выходной 

сигнал идентифицируемой системы регистрируются со слу-

чайными погрешностями; 

 

Поэтому в данной монографии рассмотрены регуляризиру-

ющие методы и алгоритмы, позволяющие строить устойчивые 

решения задачи непараметрической идентификации и в опреде-

ленной степени свободные от отмеченных выше недостатков 

«традиционных» регуляризирующих алгоритмов. 

 

Изложение результатов ведется в ясной, доступной для ин-

женеров форме и, по возможности, с опусканием громоздких 

математических доказательств и выводов. Большое внимание 

уделяется содержательной трактовке и графической интерпре-

тации излагаемых методов и алгоритмов.  
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Вычислительной основой предлагаемых регуляризирую-

щих алгоритмов идентификации являются: 

 сглаживающие кубические сплайны, для устойчивого вы-

числения первых производных входного и выходного сигналов 

идентифицируемой системы; 

 дискретное преобразование Фурье (ДПФ) и алгоритм 

быстрого преобразования Фурье (БПФ), использование кото-

рых существенно уменьшить вычислительные затраты на по-

строение регуляризированных решений и оценивание опти-

мального параметра регуляризации. 

Одной из основных целей монографии является представ-

ление расчетных соотношений в форме, максимально упро-

щающей программирование соответствующих регуляризиру-

ющих алгоритмов. Для оценивания оптимального параметра 

сглаживания и оптимального параметра регуляризации пред-

лагаются алгоритмы, достаточно просто реализуемые в среде 

MathCAD. Рассматриваются и обсуждаются моменты, возни-

кающие при решении практических задач идентификации. В 

частности, приводятся новые алгоритмы оценивания (с высо-

кой точностью) дисперсии и относительного уровня шумов 

измерений входного и выходного сигналов.  

 

Все это позволяет надеяться на востребованность изло-

женных в работе алгоритмов для решения практических задач 

идентификации технических систем.   
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ГЛАВА  1.  ЗАДАЧА  ИДЕНТИФИКАЦИИ  И  НОВЫЙ 

УСТОЙЧИВЫЙ АЛГОРИТМ  ЕЕ  РЕШЕНИЯ  

НА ОСНОВЕ СГЛАЖИВАЮЩИХ СПЛАЙНОВ 

 

В этой главе дается определение обратной задачи непара-

метрической идентификации, обсуждается некорректность ее 

постановки. Приводятся понятия регуляризирующего алгорит-

ма, регуляризированного решения и ошибки регуляризирован-

ного решения. Строится устойчивый алгоритм непараметриче-

ской идентификации, использующий сглаживающие кубические 

сплайны. 

 

§ 1.1. Две математические модели  

задачи непараметрической идентификации  

 

В этом параграфе приводится основные понятия некоррект-

но поставленных задач и определение регуляризирующего алго-

ритма их решения. Формулируются две модели записи задачи 

непараметрической идентификации. 

 

1.1.1. Некорректно поставленные задачи 

 

В ведении отмечалось, что для описания стационарной ди-

намической системы (т.е. системы с постоянными во времени 

параметрами) в терминах «вход-выход» часто используется ин-

тегральное уравнения Вольтерра I рода с разностным ядром ви-

да [49, 62, 80] 

                                        
0

t

k t d f t     ,                       (1.1.1)  

Для этой модели задача непараметрической идентификации 

или задача идентификации импульсной функции (ИПФ) заклю-

чается в оценивании ИПФ по зарегистрированным (или задан-

ным) значениям входного и выходного сигналов    ,  f t . С 

учетом условия технической реализуемостью системы  

( ) 0k t   при 0t                              (1.1.2) 
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уравнение (1.1.1) можно переписать в более удобном (для зада-

чи идентификации) виде: 

     
0

t

t k d f t                                 (1.1.3) 

Компактной записью этого интегрального уравнения является 

операторная форма вида 

                                             ,k f                                (1.1.4) 

где   – оператор, отображающий элемент k  пространства 

K (пространство ИПФ динамической системы) в элемент f  

пространства F (пространство выходных сигналов идентифици-

руемой системы), т.е. : K F  . Основная трудность решения 

рассматриваемой задачи идентификации связана с нарушением 

требований корректности по Адамару. 

Французский математик Ж. Адамар в 1932 году [81] опре-

делил задачу решения операторного уравнения (1.1.4) корректно 

поставленной, если для каждой правой части f F  решение k : 

1) существует; 

2) единственно (однозначно определяется в пространстве 
K ); 

3) устойчиво в пространстве K , т.е. непрерывно зависит от 

правой части f ; 

Если первые два условия понятны, то третье необходимо 

пояснить. Для этого воспользуемся нормами соответствующих 

пространств. Условие устойчивости предполагает, что для лю-

бого 0   можно указать такое   0   , что из неравенства  

                          f f     следует ,k k               (1.1.5) 

где k  – решение уравнения (1.1.4), соответствующее другой 

(зашумленной) правой части f . Словами это означает, что ма-

лым ошибкам задания правой части соответствуют малые 

ошибки построенного решения.  

Задачи, не удовлетворяющие всем перечисленным выше 

требованиям (1–3), являются, по Адамару, некорректно постав-
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ленными. К таким задачам относятся рассматриваемая задача 

идентификации импульсной переходной функции. 
 

Идейный подход к решению некорректно поставленных за-

дач заключается в поиска решения на некотором множестве, яв-

ляющемся «сужением» исходного пространства K. Эта идея лег-

ло в основу определения корректности по Тихонову1. 

Задача решения операторного уравнения (1.1.4) называется 

корректно поставленной по Тихонову, если выполнены следу-

ющие условия  [66, 67]: 

1. Априори известно, что решение задачи существует и 

принадлежит некоторому множеству 
KK  пространства решений 

K , т.е. 
Kk K K  . 

2. Решение единственно на множестве 
KK , т.е. для любой 

правой части 
Kf F  существует единственный элемент 

Kk K . 

Множество 
KF  состоит из элементов k , где 

Kk K . В опера-

торном виде множество 
KF  можно определить соотношением 

K KF K . 

3. Если вариации правой части не выводят ее за пределы 

множества 
KF , то существует непрерывная зависимость реше-

ния от правой части и обратный оператор 1  существует и он 

непрерывен, а, следовательно, и ограничен. 

Множество 
KK , на образе которого 

KF  оператор 1  суще-

ствует и непрерывен, называется множеством корректности. 

Общие принципы построения множества корректности и 

выбора из него подходящего (по определенным критериям) ре-

шения рассматриваются в так называемых методах регуляриза-

ции некорректно поставленных  задач [1, 2, 7, 51, 52, 58, 68, 76]. 

По способу заданию априорной информации методы регуляри-

зации модно условно разделить на два больших класса: детер-

                                                      
1 Тихонов Андрей Николаевич – академик РАН, выдающий советский 

математик, пионерские работы которого явились теоретической осно-

вой для разработки методов и алгоритмов решения некорректно по-

ставленных задач. 
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министические (в которых используются номы пространств) 

[1,2,51, 57, 58, 62, 66, 67, 68, 71, 73, 76] и статистические (в ко-

торых используются понятия теории вероятностей и математи-

ческой статистики [3, 9, 15, 16, 69, 70, 84]. Некоторые из этих 

методов используются в последующих главах для решения рас-

сматриваемой задачи идентификации. 

 

1.1.2. Множество корректности и стабилизирующий 

функционал 

 

Как следует из определения корректности по А.Н. Тихоно-

ву, решение уравнения 

                                     k f                       (1.1.6) 

следует искать на множестве корректности KK . Известные под-

ходы к нахождению множества корректности опираются на 

лемму, доказанную А.Н. Тихоновым в 1943 году [66].  

Пусть 
C

K  является компактным множеством пространства 

K , а оператор задачи   осуществляет непрерывное взаимно 

однозначное отображение 
C

K K  на множество 
CF F . Тогда 

и обратное отображение 
C C

F K  является непрерывным. 

Следовательно, приближенные решения для некорректно 

поставленной задачи достаточно выбирать из компактного 

множества 
C

K . 

Для конструктивного задания компактного множества 
C

K  

на практике используют так называемый стабилизирующий 

функционал. Неотрицательный функционал ( )k , определен-

ный на элементах множества K , называется стабилизирующим 

если:  

а) точное решение k  принадлежит области определения 

функционала ( )k ; 

б) для любого числа C  множество K  элементов k , для 

которых  ( )k C   является  компактом  в K . 



15 

Таким образом, в качестве компактного множества 
C

K  бе-

рется множество K . 

Пример 1.1.1. Построим стабилизирующий функционал 

для евклидова векторного пространства ME размерности M . 
Для компактности множества в этом пространстве достаточна 
ограниченность множества. Следовательно, имеем 

                            
2

( ) ,k k k k   ,                      (1.1.7) 

где ,k k   – скалярное произведение.   В общем случае стаби-

лизирующий функционал ( )k  в 
ME  можно определить как 

                  
2

( ) , T

k k
kW

k W k k k W k k    ,           (1.1.8) 

где kW  – невырожденная симметричная матрица размера 

M M . Величину ( )k  можно интерпретировать как квадрат 

«взвешенной»  нормы  вектора k .  

Если взять k MW I , где MI  – единичная матрица размера 

M M , то получаем компактное множество, состоящее из век-
торов с ограниченными проекциями, по значениям соседних 
проекций могут существенно отличаться по величине («неглад-
кий» вектор). 

Если определить матрицу размера M M  

            

1 1 0 ..... 0

1 2 1 ..... 0

1

0 0 .... 1 1

kW B



 
 





,         (1.1.9) 

то на величину функционала 
2

B
k  будут влиять скачки значений 

проекций, но функционал «не чувствует» вектор с одинаковыми 
проекциями, т.е. значение функционала равно 0. Эти недостатки 
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устраняются, если в качестве матрицы kW  стабилизирующего 

функционала (1.2.3) принять матрицу  

k MW B I  . 

В этом случае  

                      
2 2

1( ) ( )T

M B
k k B I k k k     ,                (1.1.10) 

и такой стабилизирующий функционал «чувствует» как величи-

ну проекций вектора k , так изменение амплитуды соседних 

проекций. ☻ 

Пример 1.1.2. Построим стабилизирующий функционал 

( ) k  в пространстве 2[ , ]L a b  вещественных ИПФ, интегриру-

емых с квадратом и нормой  

                      

1/2

2 1/2( ) ,
 

   
 

b

a

k k t dt k k .  

Здесь ( ) k  можно задать в виде 

2

0

( ) ( )


 
   

 
 

b ir

r i i
i a

d
k q k t dt

dt
, 

где 0, 0i rq q   – весовые множители, r  – целая величина, 

называемая порядком регуляризации. Обычно 1,r   

0 11, 1q q   и тогда  

2

2

1

( )
( ) ( )

  
    

   

b

a

dk t
k k t dt

dt
. 

При ограниченности такого функционала имеем элементы k , 

принадлежащие компактному множеству в пространстве непре-

рывных функций [ , ]C a b .   ☻ 

Какой «физический» смысл имеет стабилизирующий функ-

ционал? Для ответа на этот вопрос предположим, что ИПФ ( )k t  

имеет Фурье-образ ( )K . Тогда  
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2 22

1( ) (1 ) ( ) ( ) ( )     
 

 

    k K d Q K d , 

где функцию  
2( ) (1 )Q     

можно назвать частотной характеристикой стабилизирующе-

го функционала. Ограничение  1( ) C    выделяет из всего 

пространства 2[ , ]L a b  множество дифференцируемых («глад-

ких») ИПФ, модули Фурье-образы которых при    имеют 

асимптотику 
(1 ) , 0    , т.е. для достаточно больших   

справедливо 
(1 )( )    . К сожалению, при 0r   (нулевой 

порядок регуляризации), ограниченность 0 ( )  влечет только 

слабую компактность множества и выделяет множество «не-
гладких» ИПФ, которые могут иметь большие производные. 
Очевидно, что приближенные решения, взятые из этого множе-
ства, в большинстве случаев могут иметь осциллирующий ха-
рактер и по этой причине могут не удовлетворить «эстетиче-
ские» требования пользователя.  

Заметим, что введение стабилизирующего функционала опре-
деляет правило отбора «гладких» решений из всего пространства 

K  и, следовательно, выбор стабилизирующего функционала опре-
деляет  точность получаемых регуляризированных решений. 

 

 

1.1.2 Регуляризирующие алгоритмы и 

и ошибки регуляризированных решений 

 

Приближенное решение операторного уравнения (1.1.6) 

должно: 

– иметь определенную «гладкость», т.е. удовлетворять за-

данным ограничениям на величину стабилизирующего функци-

онала (принадлежать компактному множеству CK ); 

– быть адекватным заданной правой части операторного 

уравнения. 
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Эти два требования легли в основу вариационных подхо-

дов, где решение некорректной задачи определяется как реше-

ние вариационной задачи.  

Пусть операторное уравнение (1.1.6) является системой ли-

нейных алгебраических уравнений  (СЛАУ), где    – матрица 

размера f kN N  плохо обусловлена или вырождена, ,k f  – 

векторы размерности ,k fN N  соответственно. Заметим, что та-

кая СЛАУ получается в результате аппроксимации интегралов в 

интегральных уравнениях квадратурными формулами. 

В методе регуляризации А.Н. Тихонова в качестве прибли-

женного решения СЛАУ при неточно заданной правой части 

f f  , где    - вектор погрешностей задания правой части, 

принимается вектор k , доставляющий минимум функционалу 

(называемому сглаживающим) [66,67,68]: 

                  
2 2

( )
kW

F k f k k    ,                         (1.1.11) 

где   – параметр регуляризации, а 
kk NW I  – единичная матри-

ца  размера 
k kN N . Заметим, что величина функционала 

(1.1.11) зависит от двух слагаемых: функционала невязки 
2

f k  и стабилизирующего функционала 
2

kW
k . Первый 

функционал определяет меру соответствия вектора k  заданной 

правой части  f , второй – меру «гладкости» вычисляемого ре-

шения, а параметр регуляризации задает вес, с которым эти два 

функционала влияют на величину (1.1.11). Можно доказать, что 

вектор k  является решением «регуляризированной»  СЛАУ 

вида 

                             ( )T T

kW k f   .                      (1.1.12) 

Эта система определяет алгоритм нахождения приближенного 

решения k .  
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Алгоритм называется регуляризирующим, если [66, 67]: 

а) решение k  существует для любой правой части f F ; 

б) имеет место сходимость  

                 0k k   при    0f f  ,        (1.1.13) 

где k  – решение СЛАУ при точной правой части f . Если си-

стема (1.1.6) не имеет решения при f f , то в качестве k  бе-

рут нормальное псевдорешение k 
 – решение вариационной 

задачи [57] 

                                         
2

min
kМНК

Wk K
k


,      (1.1.14) 

где 
МНКK  – множество решений метода наименьших квадратов, 

состоящее из  векторов, доставляющих минимум функционалу 
2

f k . Решение k , построенное этим регуляризирующим 

алгоритмом можно назвать регуляризированным решением ис-

ходной СЛАУ (1.1.6) 

Определим ошибку регуляризированного решения k  век-

тором 

                                k k    ,                     (1.1.15) 

где k 
 – нормальное псевдорешение системы (1.1.6) при точной 

правой части f . Представим k  в виде суммы: 

                         k k k k b              ,        (1.1.16) 

где  

                            ;k k b k k         ,                   (1.1.17) 

k  – регуляризированное решение при точной  правой части.  

Вектор [ ]b M    является неслучайным вектором, 

определяет систематическую ошибку, вносимую методом регу-

ляризации (т.е. ошибка метода) и его можно назвать вектором 

смещения регуляризированного решения. Запись [ ]M   означа-
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ет вычисление математического ожидания по плотности распре-

деления случайного вектора погрешностей   регистрации пра-

вой части СЛАУ (1.1.6). Вектор систематической ошибки регу-

ляризированного решения k  определяется выражением 

             1( )T

k kb W W k       .            (1.1.18) 

Вектор случайной ошибки [ ]M b             определяет-

ся выражением:  

         
1( )T T

kW        .     (1.1.19) 

Имеет нулевое среднее и ковариационную матрицу 
TV M         , определяемую выражением:  

  
2 1 1( ) ( )T T T

k kV W W             .      (1.1.20) 

Заметим, что при 0   получаем 

2 1( )TV     , 

что соответствует  ковариационной матрице решения, получен-

ного методом наименьших квадратов. Если матрица K  плохо 

обусловлена, то элементы матрицы V  принимают очень боль-

шие значения и, следовательно, решение обобщенного метода 

наименьших квадратов имеет большой уровень случайной 

ошибки. 

Среднеквадратическую ошибку (СКО) решения k  опреде-

лим функционалом [7, 15]: 

              
2

( ) M k k    
  

  ,       (1.1.21) 

и ее можно записать как: 

            
2 2 2

( ) b M b Sp V               ,  (1.1.22) 

где Sp V    – след ковариационной матрицы. 
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Замечание 1.1.1. Из соотношений (1.1.18), (1.1.19) следует 

основное противоречие регуляризирующих алгоритмов: при 

уменьшении параметра регуляризации систематическая ошибка 

уменьшается, но увеличивается случайная ошибка  . При уве-

личении   происходит обратное.  ♦ 

Замечание 1.1.2. Из свойств монотонности зависимостей 
2 2

,b M  
    от параметра регуляризации   следует суще-

ствование единственного значения opt (оптимального парамет-

ра регуляризации), при котором ( )  достигает минимального 

значения.  ♦ 

В качестве графической интерпретации двух сделанных за-

мечаний на рис. 1.1 приведены графики зависимостей:  

2

2

b

k 


 – кривая 1;   

2

2

M

k 

 
 

 – кривая 2;   
2

( )

k 

 
 – кривая 3, 

от параметра регуляризации  . Регуляризированное решении 

  строилось для СЛАУ, матрица которой имела число обу-

словленности 
93 10 , а относительный уровень шума                        

0.05
f

 


 . Из рис. 1.1 видно, что оптимальный параметр 

регуляризации равен 5opt .  

Будем говорить, что решение k  сходятся к k 
 в средне-

квадратическом, если  

                       ( ) 0    при   
2 0  .           (1.1.23) 

Для такой сходимости (так же, как и для сходимости в других 

метриках) параметр   должен зависеть от дисперсии 
2

 , т.е. 

2( )   .  
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Рис. 1.1. Зависимость ошибок решения от параметра    

 

Таким образом, вектор k , определяемый (1.1.12) при соот-

ветствующем выборе параметра регуляризации и выполнении 

условия (1.1.13), является регуляризированным решением си-

стемы (1.1.6):  существует для любой правой части f  и схо-

дится к k 
 при стремлении уровня  погрешности правой части 

к нулю. 

 

1.1.4. Математические модели задачи 

непараметрической идентификации 

 

Для построения устойчивого алгоритма решения задачи 

идентификации приведём уравнение (1.1.1) к виду уравнения 

задачи идентификации. При выполнении условия (1.1.2) получа-

ем интегральное уравнение I рода вида: 

 

0

φ( τ) (τ) τ ( ), 0,

t

ft k d f t t T     . (1.1.24) 
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Решение этого уравнения по прежнему остается некорректно 

поставленной задачей. Регуляризирующие алгоритмы решения 

этого уравнения будут рассмотрены в главах 2,3.  
 

Дифференцируя уравнение по переменной t  и выполнив 

несложные преобразования, приходим к интегральному уравне-

нию Вольтера II рода 

0

1 ( )
( ) φ ( τ) (τ) τ

φ(0) φ(0)

t
f t

k t t k d


   ,  0, ft T    ,    (1.1.25) 

решение которого уже является корректно поставленной зада-

чей.  

Однако построение алгоритма вычисления ( )k t  из этого 

уравнения сталкивается со следующими основными трудностя-

ми: дифференцирование зашумлённых входного и выходного 

сигналов идентифицируемой системы; вычисление интеграла 

свёртки с наименьшими ошибками интегрирования для умень-

шения общей систематической ошибки алгоритма идентифика-

ции.  

Построение устойчивого алгоритма идентификации на ос-

нове уравнения (1.1.25) будет рассмотрено в этой главе ниже. 

Для устойчивого вычисления первой производной от входного и 

выходного сигналов обратимся к сглаживающим кубическим 

сплайнам, вычисление которых приводится в следующем пара-

графе. 

 

§ 1.2. Сглаживающие кубические сплайны и их построение   

 

В этом параграфе будут даны необходимые понятия сгла-

живающих кубических сплайнов и приведен вычислительный 

алгоритм их построения (вычисление их коэффициентов). 

Большое внимание уделяется выбору параметра сглаживания от 

которого существенно зависит ошибка дифференцирования за-

шумленных функций. 

 

 

 



24 

1.2.1. Некорректность операции дифференцирования 

 

Операция дифференцирования в пространстве непрерыв-

ных функций является некорректно поставленной задачей. Про-

иллюстрируем это на простом примере. 

Предположим, что на отрезке  ,a b  задана непрерывная 

функция  f t , имеющая производную    z t f t . Наряду с 

 f t  рассмотрим «зашумленную» функцию  

    sin ( )f t f t t   , где слагаемое sin ( )t   можно рассмат-

ривать как шум (погрешность) задания  f t . Расстояние между 

 f t  и  f t  определим нормой в пространстве непрерывных 

функций: 

                                max
a t b

f t f t f t f t 
 

    .             (1.2.1) 

Для производных  f t  и  f t  имеем 

            max max cos( ) .
a t b a t b

f t f t t
   

             (1.2.2) 

Из этого соотношения видно, что для любой сколь угодно малой 

величины погрешности   выбором достаточно большого значе-

ния частоты   можно получить сколь угодно большую ошибку 

дифференцирования     . Следовательно, нарушено третье 

требование корректности по Адамару.  

Вопрос: можно ли сделать операцию  дифференцирования 

устойчивой? 

Ответ: да, если привлечь априорную информацию, напри-

мер, об ограниченности спектра функции  f t  частотой 
0 . 

Пропустив функцию  f t  через низкочастотный фильтр (что 

гарантирует определенную гладкость отфильтрованной функ-

ции) с частотой среза 
0c   («зануляющий» все гармоники с 

частотой c  ) и продифференцировав, получаем 
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cz z     . Таким образом, задача дифференцирования в 

классе функций с ограниченным спектром стала устойчивой.  

К сожалению, на практике отсутствует априорная инфор-

мация о «точной» частоте 
0  и ошибка в ее задании приводит к 

увеличению ошибки дифференцирования. Если 
0 c  , то по-

является систематическая ошибка (из-за удаления информатив-

ных составляющих функции  f t ), в случае 
0 c   увеличива-

ется случайная ошибка дифференцирования (из-за неполного 

удаления спектральных составляющих шума).  

Реальные функция и шум имеют весьма сложные спектры 

(которые априори неизвестны) и это еще более усложняет опе-

рацию дифференцирования по сравнению с приведенным при-

мером. На рис. 1.2 сплошной кривой показана «точная» произ-

водная, а точечной кривой производная, вычисленная по зашум-

ленной функции (относительный уровень шума равен 0.02). Не-

смотря на небольшой уровень шума, производная имеет осцил-

лирующую форму, которая характерна для неустойчивых реше-

ний некорректно поставленных задач.   

 

 
     Рис. 1.2. Дифференцирование зашумленной функции 
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1.2.1. Построение сглаживающего кубического сплайна 

Предположим, что на некотором интервале 0,Т    заданы 

N  узлов  

 1 20 ... Nt t t T       (1.2.3) 

и определены значения φ φ( ), 1,...,i it i N   функции φ( )t  в 

этих узлах. Функция ( )S t  называется кубическим сплайном 

для  функции φ( )t с узлами (1.2.3), если [50]:  

Свойство а) на каждом интервале  1,i it t   функция ( )S t  

является кубическим многочленом вида: 

 
2 3( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i iS t a b t t c t t d t t        .      (1.2.4) 

Свойство б). Функция ( )S t  дважды непрерывно дифферен-

цируема на всём интервале 0,Т   . 

Сплайн называется интерполяционным, если дополнитель-

но выполняются условия интерполяции 

 ( ) φ , 1,...,i iS t i N   .                       (1.2.5) 

Подсчитаем число коэффициентов интерполяционного сплайна. 

Каждая из  1N   кубических кривых (1.2.4) определяется 4 ко-

эффициентами: , , ,i i i ia b c d . Таким образом для построения 

сплайна надо задать 4( 1)N   коэффициентов. Условия непре-

рывности сплайна и его первой и второй производной во внут-

ренних узлах дают 3( 2)N   соотношения. Вместе с условиями 

интерполяции (1.2.5) получаем 4 6N   соотношений. Недоста-

ющие два соотношения задаются в виде ограничений на значе-

ния производных сплайна на концах интервала 0,Т    (т.е. в 

точках 1, Nt t ) и эти ограничения называются краевыми условия-

ми. Подробнее о типах краевых условий см. [7, 50]. В дальней-

шем будем использовать так называемые естественные краевые 

условия:  
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1( ) ( ) 0NS t S t 
   .                           (1.2.6) 

Эти условия наиболее подходят в случаях отсутствия априорной 

информации о значениях первой производной концах интервала 

0,Т    (это наблюдается при решении задачи идентификации). 

Доказано [50], что интерполяционный сплайн с краевыми усло-

виями (1.2.6) (будем называть естественным интерполяцион-

ным сплайном) является решением вариационной задачи: 

1

2
( ) ( ) min

Nt

t

t dt    ,                   (1.2.7) 

т.е. обладает минимальной кривизной (или максимальной гладко-

стью) среди всех функций ( )t , удовлетворяющих условиям 

интерполяции (1.2.5). 

Серьезный недостаток интерполяционного сплайна прояв-

ляется при вычислении первой производной от зашумленной 

функции (т.е. когда значения функции в узлах содержат шумы 

(погрешности) измерений). Как было показано (см. рис. 1.2), 

даже небольшие по амплитуде шумы могут вызвать значитель-

ные ошибки в вычисленной (по интерполяционному сплайну) 

производной.  

Для устойчивого вычисления производной используют 

сглаживающие кубические сплайны (СКС). Этот сплайн в отли-

чие от интерполяционного сплайна проходит только в опреде-

ленной близости от измеренных (с некоторой погрешностью) 

значений φ , 1,...,i i N  и имеет большую гладкость по сравне-

нию с интерполяционным сплайном. В качестве СКС берут та-

кую функцию, которая обладает свойствами а), б) и доставляет 

минимум функционалу [7,50]: 

1

2 1 2

α

1

( ) α ( ) ( ( ))
Nt n

i i i

it

F S S t dt p S t



    ,        (1.2.8) 

где 1 0, 1,...,ip i N    - весовые множители,    - параметр сгла-

живания, принимающий значение из интервала  0, . Доказано 

[50], что кубический сплайн с естественными условиями (1.2.6) 
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доставляет минимум функционалу (1.2.8) и такой сплайн един-

ственен (обозначим его как , ( )S t  ). Сравнивая (1.2.8) и функ-

ционал (1.1.11), минимум которого определяет регуляризиро-

ванное решение СЛАУ (1.1.6), видим схожесть по форме записи 

этих двух функционалов: присутствует функционал невязки (в 

(1.2.8) это 1 2

1

( ( ))
n

i i i

i

p S t



  ) и стабилизирующий функционал 

(в (2.1.8) -

1

2
( )

Nt

t

S t dt ), определяющий гладкость построенного 

СКС. 

Как видно из (1.2.8), сглаживающий сплайн не проходит 

через значения 
i  и поэтому он используется для фильтрации 

(сглаживания) зашумлённых значений. Параметр сглаживания 

α  «управляет» степенью сглаживания зашумленных данных 

(или степенью фильтрации шума исходных данных): 

 при α 0  сглаживающий сплайн становится интерполя-

ционным (т.е. проходит через все заданные точки i и филь-

трация шума отсутствует); 

 при α  сглаживающий сплайн вырождается в пря-

мую линию (эффект переглаживания зашумленных данных, 

когда вместе с шумом удаляются информативные (полезные) 

составляющие «точного» (не зашумленного) сигнала. 

Сразу заметим, что выбор параметра сглаживания из усло-

вия минимума ошибки сглаживания является основной пробле-

мой, с которой приходиться сталкиваться при построении СКС 

на практике. В параграфе 1.3 будут рассмотрены разные алго-

ритмы выбора параметра сглаживания и сделан анализ опти-

мальности выбираемых параметров сглаживания. 

 

1.2.3.  Алгоритм вычисления коэффициентов СКС 

 

Алгоритмы вычисления коэффициентов сглаживающего 

кубического сплайна для разных краевых условий и при задан-

ном параметре сглаживания α  подробно изложен в [7,50]. Здесь 
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рассматривается алгоритм вычисления коэффициентов есте-

ственного СКС с краевыми условиями (1.2.6). Обозначим зада-

ваемые (измеренные) значения функции как , 1,..., i i N , и 

1 , 1,..., 1   i i ih t t i N . Введем следующие коэффициенты: 

1 1 1

2 2

1 1

2
, 2,..., 1

3
   

 

   
      

 

i i i i i i i
i

i i i i

h h p p p p p
i N

h h h h
; 

1 1 2
1 2

1 1 1 2

1 1

6

h p p

h h h h

  
       

  
  ; 

1

1 1

1 1 1 1
, 2,..., 2

6


 

 

    
             

    

i
i i i

i i i i i

h
p p i N

h h h h h
; 

1 1
1 2

1 1 2 1

1 1

6
  



   

  
       

  

N N N
N

N N N N

h p p

h h h h
; 

1

1

, 1,..., 2  



  i
i

i i

p
i N

h h
; 

1 1

1

, 2,..., 1
    



 
   i i i i

i

i i

D i N
h h

. 

 

Введем неизвестные величины вторых производных в узлах сет-

ки:  , 1,..., i iM t i N .  С учетом краевых условий (1.2.6) 

имеем:  
1 0, 0 NM M . Для вычисления оставшихся 2N  

значений 
iM  запишем следующую систему уравнений [7]: 

 

2 2 2 3 2 4 2M M M D     ; 

2 2 3 3 3 4 3 5 3M M M M D       ; 

2 2 1 1 1 2 , 4,..., 3i i i i i i i i i i iM M M M M D i N                ; 

4 4 3 3 2 2 2 1 2N N N N N N N N NM M M M D               ;  (1.2.9) 

3 3 2 2 1 1 1N N N N N N NM M M D           . 

 

Отметим одну особенность сформированной системы ли-

нейных алгебраических уравнений (1.2.9). Напомним, что квад-
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ратная матрица  ,i jA a  размером N N  называется матри-

цей с диагональным преобладанием, если выполняются условия: 

, , , 1,...,i i i j

j i

a a i N


  . 

Матрицы с диагональным преобладанием всегда не вырождены 

и, следовательно, система уравнений с такой матрицей имеет 

единственное решение. К сожалению, при больших значениях 

параметра сглаживания возможна потеря матрицей системы 

(1.2.9) свойства диагонального преобладания. В этом случае 

можно использовать метод немонотонной прогонки, численная 

реализация которого обсуждается в  [50]. Не останавливаясь на 

изложении метода, заметим, что число вычислительных опера-

ций, необходимых для решения систем из N  уравнений не пре-

вышает 30( 1)N  , т.е. метод имеет высокую вычислительную 

эффективность. 

После нахождения всех N  величин 
iM  переходим к вы-

числению значений СКС в узлах 
it  (коэффициенты 

ia  в пред-

ставлении (1.2.4)): 

 1 , 1 1 1 2 1/a S t p M h      ; 

  1 1
,

1

, 2,..., 1i i i i
i i i i

i i

M M M M
a S t p i N

h h

 



  
      

 
    ;  

 , 1 1/N N N N N Na S t p M h       . 

 

Затем вычисляются оставшиеся коэффициенты СКС: 

1 1 2
, 1,..., 1

6

i i i i
i i

i

a a M M
b h i N

h

  
    ; 

2

i
i

M
c  ;   1 , 1,..., 1

6

i i
i

i

M M
d i N

h

 
   . 

Таким образом, изложенные соотношения позволяют вычислить 

все коэффициенты СКС при заданных весовых множителях 
ip  и 
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параметре сглаживания  . Выбор этих величин рассматривает-

ся ниже. 

 

1.2.4. Весовые множители СКС и алгоритм оценивания  

оптимального параметра сглаживания 

 

Предположим, что задаваемые (измеренные) значения 

функции допускают следующее представление: 

φ( ) ξ , 1,...,i i it i N    ,                     (1.2.10) 

где ξi - случайная  погрешность (шум) регистрации значений 

сигнала φ( )t  в узлах (1.2.3). При этом средние значенияξi  рав-

ны нулю, т.е.  ξ 0, 1,..., iM i N , а дисперсии равны 
2

ξ i
. 

Весовые множители 0ip   задают (при фиксированном  ) 

степень близости сплайна к заданным значениям 
i . Чем мень-

ше величина 
ip ,  тем ближе сплайн , ( )S t   будет подходить к 

значениям 
i . Дадим некоторые рекомендации по заданию ве-

совых множителей. 

Если все измерения равноточны, т.е. шумы измерения ξi  

имеют одинаковую дисперсию 
22 , 1,...,

i
i N   , то можно 

задать: 

1 2 1 0N Np p p p const      .               (1.2.11) 

Если некоторым измерениям отдается предпочтения (в силу их 

более высокой точности), то соответствующие этим измерениям 

веса 
ip  выбираются меньшими по сравнению с весами для дру-

гих измерений. Если дисперсия 
2

i
  шума измерения ξi  заданы, 

то рекомендуется задать: 

2
i

i
p const   .                              (1.2.12) 
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Таким образом, выбор весовых множителей позволяет «индиви-

дуально» учесть точность каждого измерения (если в этом есть 

необходимость). 

Перейдем к выбору параметра сглаживания и этот выбор 

должен удовлетворять двум очевидным требованиям: 

 условию сходимости, которое можно определить, как 

 ,

1

2limmax ( ) 0 0
N

i i

i
ii

S t t при 


    ;      (1.2.13) 

 минимизировать ошибку сглаживания в принятой метри-

ке при конечных значениях дисперсий шума измерения. 
 

В качестве меры ошибки сглаживания примем среднеквад-

ратическую ошибку (СКО), которую определим следующим 

функционалом: 

 
2

,
ˆM S 

    
  

,                        (1.2.14) 

где   M  - математическое ожидание по распределению вектора 

  шума измерений, ,
ˆ ,S    - векторы c N  проекциями, состав-

ленные из значений  , ( ), , 1,...i iS t t i N   ,   - евклидова нор-

ма вектора. Значение параметра сглаживания, минимизирующе-

го СКО сглаживания (1.2.14) назовем оптимальным парамет-

ром и обозначим как opt . В работе [7] показано, что для вычис-

ления opt  требуется априорная информация о функции  t , 

которая на практике отсутствует, например, значения 

 , 1,...it i N  . Поэтому обращаются к алгоритмам выбора па-

раметра сглаживания, которые могли бы с приемлемой погреш-

ностью оценить opt . Один из таких алгоритмов попробуем по-

строить на основе критерия оптимальности линейного алго-

ритма фильтрации. Этот критерий построен в работах [7,22] и 

поэтому здесь приведем только основные соотношения этого 

критерия, необходимые для дальнейших построения алгоритма 

выбора параметра сглаживания. Заметим, что этот критерий 

оказался очень полезным для оценивания оптимальных пара-
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метров различных алгоритмов фильтрации, включая нелиней-

ные алгоритмы вейвлет-фильтрации [20,20,22,23,24,25,27,28]. 

Приведем основные положения этого критерия. 

Обозначим через  T  оператор фильтрации, действующий 

из N - мерного векторного пространства зашумленных векторов 

     в N - мерное векторное пространство отфильтрован-

ных векторов ˆ
T , т.е. ˆ

T T  .  Наша задача найти такой мат-

ричный оператор optT , который бы минимизировал СКО, опре-

деляемую функционалом и зависящую от оператора фильтрации 
T : 

                               
2

ˆ
TT M     

 
.                        (1.2.15)          

Введем в рассмотрение вектор невязки: 

   ˆ ( )Te T T I T E T          . 

где I  – единичная матрица размера N N . В работах [7,22] 

доказано 

Утверждение 1.2.1. Необходимым и достаточным условие 

оптимальности линейного оператора фильтрации T , строящего 

ˆ
T T  , где     , является матричное тождество: 

                               T

eV T V E T  ,                (1.2.16) 

где       T

eV T M e T e T     - матрица вторых моментов векто-

ра невязки, TV M        - ковариационная матрица вектора 

шума  .  ▼ 

К сожалению, матричное тождество (1.2.16) нельзя непо-

средственно использовать для построения оптимального опера-

тора и его можно использовать для ответа на вопрос: оптимален 

или не оптимален построенный оператор фильтрации, и в этом 

смысле (1.2.16) можно рассматривать как критерий оптималь-

ности линейного алгоритма фильтрации. Заметим, что  условие 

(1.2.16) не входит априорная информация об «точном» векторе 
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  (например, в виде матрицы вторых моментов «точного» век-

тора (подробнее см. [7,21])). 

Теперь предположим, что оператор фильтрации зависит от 

некоторого параметра  , т.е.  T  . Применение изложенного 

выше критерия оптимальности для вычисления opt  параметри-

ческого оператора фильтрации  T   связано с двумя трудно-

стями. 

Во-первых, оценка матрицы вторых моментов  eV  , вы-

численная по одной реализации вектора невязки   ˆe      , 

где   ˆ T   , для проверки тождества (1.2.16) из-за малой 

точности оценивания. Во-вторых, в силу параметризации опера-

тора T  условие (1.2.16) становиться только достаточным. Дей-

ствительно, найдется величина  , доставляющее минимум 

СКО, но при этом   не будет точно выполняться тождество 

(1.2.16). Следовательно, целесообразно в качестве opt  взять та-

кое значение 
W , при котором принимается основная статисти-

ческая гипотеза: 

                       0 : T

eH V V E   .                        (1.2.17) 

В качестве альтернативной гипотезы примем гипотезу 

                            1 : T

eH V V E   .                    (1.2.18) 

Альтернативная гипотеза принимается, если невыполнение тож-

дества (1.2.16) обусловлено не случайными ошибками, возни-

кающими из-за оценивания  eV   по одной реализации, а си-

стематическими, обусловленными не оптимальностью парамет-

ра сглаживания. Таким образом, значение 
W  можно рассмат-

ривать как оценку оптимального параметра сглаживания opt . 

Для  проверки  гипотезы (1.2.17) введем  статистику [7, 22, 

25] 
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                 
1

T T

W e V E e


        .             (1.2.19) 

Существование матрицы  
1

TE 


    позволяет переписать  W   

в виде 

                                1T

W f V e    .      (1.2.20)  

 

Утверждение 1.2.2. Если ковариационная матрица V  не 

вырождена, то: 

а) для любого 0   статистика  W   есть сумма квадра-

тов N  случайных величин; 

б) для значений 
W , при которых принимается гипотеза 

(1.2.17), математическое ожидание 

 WM N     .       (1.2.21) 

Первое свойство  W   непосредственно следует из (1.2.19). 

Для доказательства второго используем выражение  

              
1

T T

WM Sp V E M e e
              , 

справедливое для любого 0  . Для 
W   имеем 

         
1

T T

WM Sp V E V E Sp I N
              , 

где I  – единичная матрица размера N N .    ▼ 

Доказанные свойства статистики  W   позволяют ап-

проксимировать распределение  W   при 
W    

2

N -распределением с N  степенями свободы. Тогда проверка 

гипотезы (2.18) сводится к проверке предположения: подчиня-

ется ли величина  W   
2
N -распределению с N  степенями 

свободы. Для этого построим интервал 
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                  , 2 ,1 2,N N 
        ,        (1.2.22) 

где , 2N   – квантиль 2

N -распределения уровня / 2 . Если 

 W   попадает в интервал (1.2.22), т.е. выполняется неравен-

ство 

                    , 2 ,1 2N W N       ,       (1.2.23) 

то гипотеза (1.2.17) может быть принята с вероятностью ошибки 

первого рода, равной  (обычно 0.05 ), и значение 
W , при 

котором выполняется (1.2.17), является оценкой для opt . 

Вернемся к выбору параметра сглаживания СКС на основе 

рассмотренного критерия оптимальности. Предположим, что 

шум 
i  имеет нулевое среднее и дисперсию 2

i
 . Введем вектор 

невязки  e   с проекциями      , , 1,...,i i ie t S t i N     , а 

также статистику: 

 

 
 

2
1

N
i i

W

i
i

e






 
 


.                       (1.2.24) 

Вычисление оценки 
W сводится к решению нелинейного урав-

нения 

 W N                                   (1.2.25) 

итерационными алгоритмами. В качестве 
W  принимается оче-

редное приближение  n
 , которое удовлетворяет неравенству 

(1.2.23). Такое правило останова итерационной процедуры поз-

воляет использовать для решения уравнения (1.2.25) «медлен-

ные» процедуры (например, метод дихотомии). 

Если число узлов N  превышает значение 30 (это на прак-

тике бывает весьма часто), то для вычисления квантилей , /2N  , 

,1 /2N   при 0.05  рекомендуется использовать формулы   
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,0.025 ,0.9751.96 2 ; 1.96 2 ,N NN N N N           (1.2.26) 

которые хорошо аппроксимирует соответствующие квантили 
2

N -распределения 

Для доказательства сходимости СКС с параметром сглажи-

вания 
W  обратимся к неравенству 

       

 

, ,( ) ( )
W Wi i i i i i

i W i

S t t S t t t t

e

        

   
.      (1.2.27) 

Так как границы интервала (1.2.22) не зависят от дисперсий шу-

ма, то из (1.2.24) следует, что  ie   должна стремиться к нулю 

с такой же скоростью, что и  2 0
i
 , т.е. по порядку 

  2

iie   . Так как 
ii   , то оба слагаемых в правой части 

неравенства (1.2.27) стремятся к нулю при 2 0
i
 , что доказы-

вает сходимость сглаживающего сплайна. 

Обобщая выше сказанное, можно сказать, что СКС с пара-

метром сглаживания 
W  является регуляризирующим алгорит-

мом для задачи дифференцирования зашумленных значений 

функции. При фиксированном параметре сглаживания СКС яв-

ляется линейным алгоритмом фильтрации шума. 

Заметим, что в работе [8] был предложен подход к выбору 

параметра сглаживания исходя из требуемой ширины «аппарат-

ной» функции СКС. 

 

1.2.5. Исследования эффективности СКС для устойчивого 

дифференцирования зашумленных сигналов 

 

Для исследования эффективности параметра сглаживания 

W  как оценки для оптимального параметра opt  был выполнен 

многочисленный эксперимент. Обсуждение этих результатов 
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приведено в [4,7]. Остановимся только на результатах некото-

рых экспериментов. 

В первой серии экспериментов исследовалось вопрос о 

свойствах критерия оптимальности для построения оценки для 

opt . В качестве тестового сигнала была взята функция, пока-

занная на рис. 1.3 сплошной линией.  

Значения этой функции в узлах сетки (количество узлов 

90N  ) искажались нормально распределенным шумом 
i  с 

нулевым средним и одинаковой дисперсией 
2 2

i
   , значение 

которой вычислялась по задаваемому относительному уровню 

шума, определяемый выражением: 

 
  

 
 . 

 

 

 
Рис. 1.3. Точные и зашумленные значения тестовой функции 

 

Точность фильтрации шума (т.е. точность сглаживания зашум-

ленных данных) определялась относительной ошибкой сглажи-

вания: 
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 
,Ŝ  

 


 

  ,                        (1.2.28) 

где 
,

ˆ ,S    - векторы, составленные из значений СКС и точной 

функции  t  в узлах сетки. На рис. 1.4 показаны значения от-

носительной ошибки     (сплошная кривая), график функ-

ции  W   (штриховая кривая),  а также границы 

90,0.025 90,0.975,  , вычисленные по формулам (1.2.26) (точечные 

прямые). В этом вычислительном эксперименте относительный 

уровень шума задавался 0.12 . Видим, что все значения 
W  

(для которых значения  W   попадают в интервал (1.2.22)) 

находятся в области минимума относительной ошибки сглажи-

вания. Из этого же рисунка видно, что в качестве 
W  может 

быть принято и другое значение, для которого  W W   попада-

ет в интервал (1.2.22) – это является обязательным условием для 

оценки 
W . Такая неоднозначность в вычислении 

W  является 

следствием процедуры проверки статистической гипотезы 

(1.2.17) и характерна для многих методов проверки статистиче-

ских гипотез. 

На рис. 1.5 точечной кривой показаны значения СКС, по-

строенного по зашумленным значениям тестовой функции (см. 

рис. 1.2) при 37 10W

   и 210 , 1,..., 90ip i N   . Относитель-

ной ошибка сглаживания   0.056W   .                         
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Рис. 1.4 К выбору параметра сглаживания 

W  

 

 
Рис. 1.5. Значения тестовой функции и СКС 

 

На рис. 1.6 приведен график точной производной (сплош-

ная линия) и производной СКС (точечная кривая). Видно доста-

точно хорошее совпадение этих двух кривых. Относительная 

ошибка дифференцирования равна 0.128, которая более чем на  

порядок меньше ошибки дифференцирования без сглаживания 

(производная интерполяционного сплайна). 
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Рис. 1.6. Значения производных тестовой функции и СКС 

 

Вторая серия экспериментов отвечала на вопрос: насколько 

увеличивается ошибка сглаживания СКС, построенного при 

значении параметра 
W  по сравнению с СКС, построенным 

при оптимальном параметре сглаживания opt (при котором 

ошибка сглаживания минимальна)? Для ответа на этот вопрос 

обратимся к коэффициенту эффективности, который был введен 

для алгоритмов выбора параметра регуляризации [11, 15, 16]. 

Коэффициент эффективности параметра сглаживания 
W   опре-

делим  выражением: 

                                  
,

,

ˆ

ˆ

 

 










opt

W

W

S
E

S
.                         (1.2.29) 

Этот коэффициент является случайной величиной, принимаю-

щей значения из интервала (0,1 . Значения близкие к единице 

(например, 0.9 0.95 ) говорят о небольшом проигрыше по точ-

ности, значения меньше 0.5 указывают на значительное (по 

сравнению с оптимальным СКС) увеличение ошибки сглажива-

ния сплайном  , W
S t . Зная числовые характеристики (среднее 

значение, минимальное и максимальное значения и т.д.) этой 
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случайной величины, можно говорить о применимости предло-

женного  алгоритма выбора параметра сглаживания. 

Рассмотрим некоторые результаты исследований приведен-

ных выше алгоритмов выбора с использованием коэффициента 

эффективности (1.2.29). Для определения числовых характери-

стик этого коэффициента был выполнен вычислительный экспе-

римент по фильтрации сигнала, представленного на рис. 1.2. 

Вычислялась выборка значений ( )n

WE объемом 100samN  . 

Значение ( )n

WE  вычислялось по решению  ( )

, W

nS t  с параметром 

сглаживания 
 
n

W , который был выбран по зашумленной реали-

зации ( ) ( ) ,   n n  1,2,..., .samn N  Все реализации шума ( ) n  

имели одинаковые статистические характеристики.  По выборке 

определялись: минимальное min
WE и среднее 

WEm значения, а 

также строилась гистограмма частот ( )i

W i samn N , где 
in  – 

число значений ( )n

WE , попавших в i -й интервал (количество ин-

тервалов 7).  На рис. 1.7 показана гистограмма частот ( )i

W , ти-

пичная для алгоритма выбора параметра регуляризации на осно-

ве критерия оптимальности (уровень шума 0.05  ). Видно, 

что все значения случайной величины  
WE  находятся в интерва-

ле   0.84, 1.0 . 

    В табл. 1.1 приведены числовые характеристики коэффи-

циента 
WE  для разных уровней шума. Первая строка соответ-

ствует случаю, когда проекции i
 вектора шума не коррелиро-

ваны, вторая строка (серый фон) – коэффициент корреляции ра-

вен 0.2. Анализ таблицы показывает, что коррелированность 

шума почти не приводит к уменьшению коэффициента эффек-

тивности (хотя  относительная ошибка сглаживания возрастает). 
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Рис. 1.7. Гистограмма частот коэффициента 

эффективности  
WE  

 

                                                                     Таблица 1.1 

 

Относительный 

уровень шума 
min

WE
 EW

m  

0.01 
0.831 0.962 

0.830 0.960 

0.05 
0.842 0.955 

0.840 0.952 

0.10 
0.851 0.961 

0.848 0.959 

0.15 
0.841 0.959 

0.836 0.955 

 

  Обобщая результаты табл. 1.1, можно сделать следую-

щий вывод: при заданной величине дисперсии 
2

  целесообраз-

нее использовать в качестве параметра сглаживания оценку 

W
. В работе [7] показано, что другие алгоритмы выбора дают 
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значения параметра сглаживания с худшими значениями коэф-

фициента эффективности (в частности, метод перекрестной зна-

чимости – cross-validation method [78, 79, 106]), который весьма 

чувствителен к наличию даже небольшой корреляции (коэффи-

циент корреляции 0.2 0.4 ) между значениям шумов
i . 

Замечание 1.2.1. Если дисперсия 
2

  неизвестна или из-

вестна с большой погрешностью, то алгоритм, предложенный в 

параграфе 2.5 позволяет оценить дисперсию с высокой точно-

стью (порядка несколько процентов). Такая точность вполне 

приемлема для выбора параметра сглаживания на основе изло-

женного критерия оптимальности.  ♦ 

 

§ 1.3 Устойчивый алгоритм непараметрической 

идентификации на основе сглаживающих кубических 

сплайнов   

 

В этом параграфе будет построен устойчивый алгоритм 

идентификации реализующий формулу (1.1.25). Для устойчиво-

го вычисления первой производной входного и выходного сиг-

нала используются сглаживающие кубические сплайны с пара-

метрами сглаживания W
,  вычисляемые на основе критерия оп-

тимальности. Заметим, что СКС успешно использовался для вы-

числения производной зашумленной функции в алгоритме об-

ращения уравнения Абеля (подробнее см. [5]). 

 

1.3.1. Построение устойчивого алгоритма идентификации  
 

Для нахождения приближенного решения уравнения 

(1.1.25) выполним его дискретизацию (т.е. переход к конечно-

мерному аналогу)  при предположениях: 

   входной и выходной сигналы идентифицируемой системы 

регистрируются на интервале   0, T  и на этом интервале 

находятся точки измерений (узлы сетки): 

1 2 3 10, , ,..., , N Nt t t t t T . 

Часто используют сетку с равноотстоящими узлами: 
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                                  ( 1) , 1,...,
1

   


i

T
t i i N

N
, 

где N - количество узлов; 

 измеренные (заданные) значения входного и выходного 

сигналов допускают представления: 

φ( ) ξ ; ( ) η , 1,...,i i i i i it f f t i N      ;     (1.3.1) 

 шумы измерения ξ ,i i - являются случайными величина-

ми с нулевыми средними и дисперсиями 
2 2,    соответствен-

но. 

На первом этапе нахождения решения по этим зашумлен-

ным значениям строятся сглаживающие кубические сплайны с 

производными , ,( ), ( )
W WfS t S t  

   соответственно. Параметры 

сглаживания как первого, так и второго сплайнов вычислялись 

на основе критерия оптимальности, изложенного в предыду-

щем параграфе. После таких построений уравнение (1.1.25) 

перепишем в виде: 

1 10

,

,

, ,

( )1
( ) ( τ) (τ) τ

( ) ( )



 
   


  

 
W

W

W W

t
fS t

k t S t k d
S t S t

,    (1.3.2)  

0, ft T    .     

Далее, обратимся к интегралу свёртки, входящему в это 

уравнение. Для его дискретизации предположим, что на каждом 

интервале  1,i it t   ( )k t  постоянно и равно ˆ ( )i ik k t , 

1,..., 1 i N . Тогда интеграл свёртки в (1.3.2) будем аппрокси-

мировать суммой [44]: 

 

1

0

1

,

1

, τ (τ) τ

( τ) τ , 2,...,

j

i

W

i

W

t

j

tj

i j

i t

S t k d

k S t d j N


 



 
 

 
   

  



 

.  (1.3.3) 
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Введем в рассмотрение матрицу   размером    1 1  N N  

с элементами:  

1

, 1

,

( - τ) τ, ;

0, , ,

j

j

t

i

i j t

S t d если j i

если j i






 

  




  
   ,                (1.3.4) 

где 1,..., 1; 1,..., 1.i N j N     Штрих в обозначении матрицы 

указывает, что ее элементы вычисляются через первую произ-

водную СКС. Можно доказать следующее равенство: 
1 1

, ,( τ) τ (τ) τ,
i k

W W

i k

t t

j

t t

S t d S d
 

   
                     (1.3.5) 

где 1 i j  и k j i  . С учетом этого равенства элементы 

матрицы (1.3.4) можно переписать в виде: 

2

,

, 1

(τ) τ, ;

0, , ,

i jt

ti j i j

S d если j i

если j i

 

 


 

  




  
                   (1.3.6) 

где 1,..., 1, 1,..., 1i N j N    . Используя представление 

(1.2.5), интеграл от производной , (τ) 
S  СКС при вычислении 

элементов матрицы  (см. (1.3.6)) можно определить по фор-

муле:  
1

2

, 1 1(τ) τ 2 ( ) 3 ( ) ,


   
     

k

W

k

t

k k k k k k k

t

S d b c t t d t t     (1.3.7) 

где 1k i j   , что существенно упрощает вычисление элемен-

тов матрицы  . 

Замечание 1.3.1. Заметим, что полученная квадратурная 

формула (1.3.7) позволяет достаточно точно и эффективно вы-

числять значения интегралов, тем самым уменьшая методиче-

скую ошибку предлагаемого  алгоритма дискретизации, осу-
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ществляющего переход от бесконечномерного уравнения (1.3.2) 

к его конечномерному аналогу (см. (1.3.8)).    ♦  

Сформируем векторы 

1, 1

, 1 1

( )

ˆ ; .

( )

W

W

f

f N N

S t k

f k

S t k



  

   
  

     
  

   

          

Тогда уравнение (1.3.2) можно аппроксимировать следующей 

системой линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида: 

 
, 1 , 1

1 1 ˆ ,
( ) ( )   

 
    

 
 W W

I k f
S t S t

 (1.3.8) 

где I  – единичная матрица размером ( 1) ( 1)N N   . Решая 

эту систему, получаем вектор k , проекции которого являются 

оценками для значений ( ), 1,..., 1 ik t i N   идентифицируемой 

ИПФ системы. 

Замечание 1.3.2. СЛАУ (1.3.8) имеет хорошо обусловлен-

ную матрицу (число обусловленности матрицы системы не 

больше 3-5), и точность идентификации определяется только 

ошибками дифференцирования входного (элементы матрицы 

 ) и выходного (проекции вектора f̂  ) сигналов. Вычисление 

параметра сглаживания в используемых сглаживающих сплай-

нов на основе критерия оптимальности дает определенную уве-

ренность  в минимальных ошибках вычисления производных от 

зашумленных входного и выходного сигналов идентифицируе-

мой системы.   ♦ 

 

1.3.2. Результаты численных исследований алгоритма 

идентификации 

 

 Для проверки работоспособности и эффективности пред-

ложенного алгоритма идентификации был проведен многочис-

ленный вычислительный эксперимент [44]. Остановимся только 

на результатах одной серии исследований.  
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В качестве ( )k t  была взята ИПФ колебательного звена вто-

рого порядка (на рис. 1.8а - сплошная кривая). Значения входно-

го и выходного сигналов искажались случайными нормально 

распределенными погрешностями с относительными уровнями:   

, , 

   
     

 

f f

f f

-
 

 

где , f - векторы, составленные из точных значений сигналов, 

, f - векторы из зашумленных значений входного и выходного 

сигналов,  - евклидова норма вектора.  

 

 
                   а)                                                  б) 

Рис. 1.8. ИПФ системы и ее неустойчивая оценка 

 

Ошибка идентификации определялась относительной вели-

чиной: 

 

ˆ

k

k k

k


  .                                    (1.3.9) 

На рис. 1.8б точечной кривой показана оценка для ИПФ, по-

строенная по производным интерполяционных сплайнов (т.е. 

без сглаживания) при уровнях шумов 0.05, 0.05    , 
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390N  , сплошной кривой – значения точной ИПФ. Видно, что 

полученное решение существенно отличается от точной ИПФ, 

что иллюстрирует высокую неустойчивость такого решения к 

погрешностям регистрации входного и выходного сигналов. На 

рис. 1.4а точечной кривой показано решение, построенное по 

сглаживающим кубическим сплайнам (с параметрами сглажива-

ния αW
) при тех же уровнях шумов. Видно, что решение доста-

точно хорошо совпадает с  точной ИПФ системы (относительная    

ошибка идентификации 0.077k  ).  

В таблице 1.2 приведены средние значения k  (объем вы-

борки равен 30) относительной ошибки идентификации, опре-

деляемой выражением (1.3.9) при разных уровнях шумов изме-

рений входного и выходного сигналов. 

 

                                                                            Таблица 1.2 

Относительная 

ошибка выходного 

сигнала 

Относительная ошибка входного 

сигнала 

0.00 0.02 0.05 0.075 0.10 

0.00 0.018 0.025 0.028 0.030 0.031 

0.02 0.057 0.060 0.062 0.062 0.063 

0.05 0.073 0.074 0.076 0.077 0.077 

0.075 0.082 0.084 0.085 0.086 0.089 

0.10 0.097 0.100 0.100 0.110 0.114 

 

Анализ данных этой таблицы,  позволяет сделать выводы о 

высокой точности предлагаемого алгоритма идентификации,  

которую можно  объяснить следующими преимуществами алго-

ритма: 

 Матрица СЛАУ (1.3.7) хорошо обусловлена и поэтому 

ошибки вычисления вектора правой части (ошибки дифферен-

цирования выходного сигнала) слабо влияют на вычисленные 

значения ИПФ. 

 Наличие в предлагаемом алгоритме интеграла от произ-

водной входного сигнала (при вычислении элементов матрицы 

  (см. (1.3.5))) в значительной степени «сглаживает» ошибку 
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вычисления первой производной зашумленного входного сиг-

нала, что обуславливает уменьшение общей ошибки иденти-

фикации. 

 Построенное решение задачи идентификации зависит от 

уровня ошибки входного сигнала слабее, чем от уровня шума 

выходного сигнала идентифицируемой системы. Например, 

при уровне шума 0.02  и изменение уровня шума входно-

го сигнала от 0.02 до 0.10 относительная ошибка идентифика-

ции увеличивается на 0.003, а при уровне шума 0.02  и 

изменение уровня шума выходного сигнала от 0.02 до 0.10 от-

носительная ошибка идентификации увеличивается на 0.04.  

 

В заключении этой главы, заметим, что предложенный ал-

горитм идентификации можно обобщить на случай не равных 

дисперсий шума как входного, так и выходного сигнала. Кроме 

этого алгоритм не требует выполнения определенных условий 

на число отсчетов входного и выходного сигналов, которые су-

ществуют при использовании алгоритма быстрого преобразова-

ния Фурье при построении регуляризирующих алгоритмов, из-

ложенных в главе 2, 3, а также допускает не одинаковый шаг 

точек измерений , 1,...,it i N . 
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ГЛАВА 2.  ЛИНЕЙНЫЕ  РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЕ   

АЛГОРИТМЫ  НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ  

ИДЕНТИФИКАЦИИ  

 

В этой главе подробно рассматривается дискретное преоб-

разование Фурье, его свойства и использование его для постро-

ения регуляризирующих алгоритмов непараметрической иден-

тификации стационарных динамических систем, описываемых 

интегральным уравнением Вольтера I рода с разностным ядром. 

Особое внимание уделяется алгоритму выбора параметра регу-

ляризации из условия минимума среднеквадратической ошибки 

решения.  

 

§ 2.1. Дискретные  последовательности  и  дискретное  

                            преобразование Фурье 

 

В этом параграфе будет определено одномерное дискретное 

преобразование Фурье (ДПФ)  и рассмотрены свойства этого 

дискретного преобразования [45] применимо к решению задачи 

непараметрической идентификации. 

  

2.1.1. Дискретное преобразование Фурье 

 

Обозначим через  pf j ,  pF l  дискретные периодические 

(с периодом N ) последовательности, связанные дискретным 

преобразованием Фурье. 

Прямое ДПФ 

                  
1

0

1 2
exp

N

p p

j

i
F l f j l j

N N





 
  

 
 .         (2.1.1)   

Обратное ДПФ 

                            
1

0

2
exp

N

p P

l

i
f j F l l j

N





 
  

 
 .        (2.1.2) 

Очевидно, что периодические последовательности удовлетво-
ряют условиям: 
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   p pf j kN f j  ,      p pF l kN F l  ,    1, 2,...k     

Приведем без доказательства некоторые свойства ДПФ. 

1.    Re 2 Re 2 , 1,..., 2 1.p pF l N F N l l N            

        Im 2 Im 2p pF N l F N l          ,  (2.1.3) 

т.е. относительно 2N  функция  Re pF l    симметрична, а 

 Im pF l    антисимметрична. 

         Im 0 Im 2 0p pF F N         .                     (2.1.4) 

2. Равенство Парсеваля для ДПФ 

                      
1 1

2
2

0 0

N N

p p

j l

f j N F l
 

 

         (2.1.5)    

Замечание 2.1.1. Свойства (2.1.3), (2.1.4) позволяют суще-
ственно «экономить» оперативную память компьютера при хра-
нении коэффициентов ДПФ (вместо двух массивов длиной N  

достаточно одного массива длиной N ). ♦ 

Замечание 2.1.1. Непосредственное вычисление ДПФ по 

формулам (2.1.1), (2.1.2) требует порядка 
2N  операций, что при 

N  порядка несколько сотен и больше обусловливает суще-
ственные вычислительные затраты. В 60–70 годы прошлого сто-
летия были разработаны так называемые алгоритмы быстрого 

преобразования Фурье (БПФ), требующие порядка 
2logN N  

операций [45], что значительно уменьшает объем вычислений 
при взятии прямого и обратного ДПФ.  ♦ 

 

2.1.2. Функции Mathcad для вычисления дискретного  

преобразования Фурье 

 

Пакет Mathcad включает набор функций, позволяющих вы-

числять прямое и обратное ДПФ с использованием алгоритма 

БПФ. В таблице 2.1. приведены некоторые из этих функций, ко-

торые будут использованы в дальнейшем. В левом столбце при-
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водится обращение к функции, а в правом – описание формаль-

ных параметров, и при необходимости поясняющие формулы. 

 

Таблица 2.1 

Функция Описание функции 

 

FFT(f) 
Вычисляет прямое ДПФ (2.1.1) от веще-

ственной последовательности f  длиной 2m  

Результатом является комплексная последо-

вательность коэффициентов ДПФ длиной 
12 1m   

 

IFFT(F) 
Вычисляет обратное ДПФ (2.1.2) от ком-

плексной последовательности F  длиной 
12 1m  . 

Результатом является вещественная после-

довательность длиной 2m  

 

CFFT(f) 
Вычисляет прямое ДПФ (2.1.1) от веще-

ственной или комплексной последователь-

ности длиной N   

Результатом является комплексная после-

довательность коэффициентов ДПФ дли-

ной N  

 

ICFFT(F) 

Вычисляет обратное ДПФ (2.1.2) от ком-

плексной последовательности коэффици-

ентов ДПФ длиной N  

Результатом является комплексная после-

довательность длиной N  

 

Пример 2.1.1. На рис. 2.1 показан фрагмент документа 

Mathcad в котором: 

– вычисляется вещественная последовательность pf  дли-

ной 
42 16N   ; 

– вычисляются с использованием функций FFT, СFFT ко-

эффициенты ДПФ (прямое ДПФ) этой последовательности; 
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– вычисляется с использованием функций IFFT, ICFFT об-

ратное ДПФ. 

– определена точность выполнения ДПФ (относитель- 

ная погрешность выполнения цепочки преобразований 

FFT(f) IFFT(F)  составляет порядка 1210 , относительная по-

грешность выполнения цепочки преобразований 

CFFT(f) ICFFT(F) составляет  1510 ).  ☻ 

 

     
Рис. 2.1. Примеры использования функций  БПФ 

 

 

Замечание 2.1.3. Функции CFFT , ICFFT  не требуют, что-

бы период 2mN  . Формирование периодических последова-

тельностей с периодом, позволяющим использовать алгоритм 

БПФ, осуществляется внутри этих функций. ♦ 
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2.1.3. Формирование периодических дискретных 

последовательностей 

 

Напомним, что дискретное преобразование Фурье опреде-

лено над периодическими (с периодом N ) дискретными после-

довательностями, а применение алгоритма БПФ обусловливает 

требование на величину N . Например, 2mN  . Поэтому, если 

дана некоторая апериодическая последовательность  f j  

0 1fj N   , то для применения к ней ДПФ необходимо сфор-

мировать из нее периодическую последовательность  pf j  до-

бавлением к исходной  f j  нулевых отсчетов.  

Такой алгоритм формирования можно записать в виде 

          
  , 0 1;

0, 1.

f

p

f

f j j N
f j

N j N

   
 

  

               (2.1.6)  

Выбор периода N  можно осуществить по правилу: 

                         min 2m

f
m

N N  .           (2.1.7) 

 

2.1.4. Свойства случайной  периодической 

последовательности 

 

Пусть дана случайная апериодическая последовательность с 

fN  случайными элементами j , 0,..., 1fi N   и следующими 

числовыми характеристиками: 

           0;iM     

2 , ;

0, .
i j

если i j
M

если i j

 
    



            (2.1.8) 

В соответствии с правилом (2.1.6), сформируем периодическую 

последовательность  p j : 

              
, 0 1;

0, 1.

j f

p

f

j N
j

N j N

  
 

  


                     (2.1.9)    
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С учетом (2.1.8), (2.1.9) можно  доказать следующие соотноше-

ния: 

       
2 , , 0 1;

0, .

f

p p

если i j j N
M i j

во всех остальных случаях


 

    
    



   (2.1.10) 

                           
1 1

2

0 0

N N

p p f

i j

M i j N   
 

 

 
  

 
 .   (2.1.11) 

Вычислим коэффициент ДПФ  pH l  периодической последова-

тельности   p j : 

                    
21

0

1
iN l j

N
p p

j

H l j e
N




 



  , 0 1l N   .   (2.1.12) 

Коэффициенты  pH l  являются  случайными величинами с ну-

левым математическим ожиданием: 

             
21

0

1
0

iN l j
N

p p

j

M H l M j e
N




 



        .     (2.1.13) 

Утверждение 2.1.1. Случайные величины  pH l  имеют 

одинаковую дисперсию 
2

PH , равную: 

                          
22 2

2p

f

H p

N
M H l

N
   

  
     (2.1.14) 

Доказательство приведено в работе [16].  
 

   § 2.2. Дискретные свертки последовательностей 

 

В этом параграфе будут определены апериодические и пе-

риодические дискретные свертки и их вычисление с использо-

ванием  дискретного преобразования Фурье. 
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2.2.1. Апериодические и периодические свертки  

 

Рассмотрим две конечные дискретные последовательности 

 j  и  k j  длиной N  и 
kN  отсчетов, т.е.  j  отлична от 

нуля при 0 1j N   , и  k j  отлична от нуля для 

0 1kj N   . Апериодической сверткой этих последовательно-

стей называют последовательность  f n , определяемую соот-

ношением 

                     
1

0






 
kN

j

f n n j k j .  (2.2.1)  

В дальнейшем в этой главе будем считать, что   0k j   для 

0.j   Можно показать, что последовательность  f n  также яв-

ляется конечной с числом отсчетов 

                                    1  f kN N N      (2.2.2) 

и значения этой последовательности отличны от  нуля для 

                                         0 1  fn N .        (2.2.3) 

Произведя в выражении (2.2.1) замену переменных n j m  ; 

j n m  , получим 

               
11

1 0



 


 

    
k

NN

m j

f n n m k m k n j j .       (2.2.4) 

Таким образом, установлено, что рассматриваемая дискретная 

свертка обладает свойством коммуникативности для двух по-

следовательностей , k , определенных выше, что символически 

можно выразить равенством: 

                                      k k    .                   (2.2.5) 

Теперь рассмотрим две периодические последовательности 

 p j ,  pk j  с периодом N . Имеют место следующие тожде-

ства: 
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   p pj mN j   ;    p pk j mN k j  , 1,2,...m   

Определим периодическую (круговую) свертку этих двух по-

следовательностей, используемую в дальнейшем для задачи 

идентификации: 

                         
1

0

N

p p p

j

f n n j k j




  .  (2.2.6)  

Результат  pf n  также является периодической последователь-

ностью с периодом N .  

Можно показать, что периодическая свертка также обладает 

свойством коммуникативности: 

                                       p p p pk k    .      (2.2.7) 

 

2.2.2. Вычисление дискретных сверток 

 

Вновь  обратимся к периодической свертке (2.2.6) периоди-

ческих (с периодом N ) последовательностей  p j ,  pk j . 

Определим коэффициенты ДПФ  PF l  периодической последо-

вательности  pf n . 

Утверждение 2.2.1. Коэффициенты ДПФ  PF l  последова-

тельности  pf n определяются выражением 

              p p pF l N l K l  , 0,..., 1l N  ,    (2.2.8) 

где  P l ,  PK l  – коэффициенты ДПФ последовательностей 

 p j ,  pk j  соответственно. 

Выражение (2.2.8) следует из цепочки формул: 
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     

   
 

   

21 1

0 0

2 21 1

0 0

2 21 1

0 0

1

1 1

1 1
,

iN N nl
N

p p p

n j

i iN N n j l lj
N N

p p

j n

i iN Nlj n l
N N

p p

j n

F l j k n j e
N

j N k n j e e
N N

N j e k n e
N N

  

 

    

 

   

 

 
   

 

 
     

 

    

 

 

 



 

 







 

где n n j   , 1i   .  ▼ 

 

Таким образом, алгоритм вычисления дискретной периоди-

ческой свертки (2.2.6) можно представить следующими шагами: 

Шаг 1. Вычисление коэффициентов ДПФ  p l ,  pK l  – 

прямое ДПФ (2.1.1) с использование алгоритмов БПФ (требует-

ся порядка 
2logN N  вычислительных операций) 

Шаг 2. Вычисление коэффициентов ДПФ  pF l  в соответ-

ствии с (2.2.8) (требуется порядка N  вычислительных опера-
ций). 

Шаг 3. Вычисление периодической последовательности 

 pf n  по коэффициентам  pF l  – обратное ДПФ (2.1.2) (требу-

ется порядка 
2logN N  вычислительных операций). 

Возникает вопрос: можно ли использовать ДПФ для вычис-
ления апериодической свертки (2.2.1)? 

Это возможно, если по апериодическим (конечным) после-
довательностям сформировать периодические последовательно-
сти, а затем по вычисленной периодической свертке однозначно 
определить значения апериодической свертки. 

Формирование периодических последовательностей осно-

вывается на следующем рассуждении. Поскольку свертка  f n  

имеет 1  f kN N N  ненулевых значений, то величину пери-

ода N  следует выбирать из неравенства 

                            1kN N N   .   (2.2.9) 
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Так как периодические последовательности  p j ,  pk j , вхо-

дящие в периодическую свертку также должны иметь период 

N , то последовательности  j ,  k j  дополняются нулями, 

т.е. последовательности  p j ,  pk j  формируются следую-

щим образом: 

                         
 , 0 1;

0 , 1,
p

j j N
j

N j N








   
 

  

   (2.2.10) 

                          
 , 0 1;

0 , 1.

k

p

k

k j j N
k j

N j N

   
 

  

    (2.2.11) 

После вычисления периодической свертки  pf n  описанным 

выше алгоритмом определяются искомые значения апериодиче-

ской свертки: 

                      pf n f n , 0 1  fn N .   (2.2.12)  

Отметим, что дополнение конечных последовательностей 

 j ,  k j  нулевыми отсчетами позволяет задать такой период 

N  (см. (2.2.9)), который устраняет «круговые наложения», ха-

рактерные для периодической свертки и позволяет однозначно 

определить (см. (2.2.12)) значения апериодической свертки. 

Замечание 2.2.1. Выбор величины периода N  осуществля-

ется на основе двух условии: 

а) условие (2.2.9); 

б) условие применение алгоритма БПФ для вычисления ко-

эффициентов ДПФ последовательностей  p j ,  pk j . Боль-

шинство используемых алгоритмов БПФ требуют, чтобы период 

N  был степенью двойки, т.е. 

                             2m

БПФN  , 1,2,...m     (2.2.13) 

Таким образом, определить приемлемую величину периода 

N  можно как 

                  min 2 1m

k
m

N N N    .  ♦                (2.2.14) 
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2.2.3. Деконволюция дискретных сверток 

 

Рассмотрим апериодическую дискретную свертку 

            
1

0






 
kN

j

f n n j k j , 0 1fn N   , (2.2.15) 

где   0j  , при 0j  . Под задачей деконволюции этой сверт-

ки будем понимать (в рамках рассматриваемой задачи иденти-

фикации) вычисление последовательности  k j  по заданным 

значениям последовательностей  j  и  f j  

Свертку (2.2.15) можно представить в матричном виде 

                                      k f ,     (2.2.16) 

где f , k   – векторы размерности fN , 
kN , составленные из 

значений элементов соответствующих последовательностей,  

  – матрица размера f kN N  с элементами 

                     
 

,

, 0;

0, 0,
i j

i j если i j

если i j

   
  

 


             (2.2.17) 

                                            1,..., , 1,...,f ki N j N  . 

Тогда задача деконволюции апериодической свертки сводится к 

задаче решения СЛАУ (2.2.16). Если бы свертка (2.2.15) явля-

лась периодической, то, используя (2.2.8), можно вычислить ко-

эффициенты ДПФ  PK l  искомой последовательности 

                       
 

 




P

P

P

F l
K l

N l
,    (2.2.18) 

а затем обратным ДПФ вычислить  pk j . Поэтому алгоритм 

деконволюции апериодической свертки (2.2.15) можно предста-

вить следующими шагами: 

Шаг 1. Формирование периодических последовательностей 
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                
 , 0 1;

0 , 1,








   
 

  
p

j j N
j

N j N
  (2.2.19)  

                
  , 0 1;

0 , 1.

f

p

f

f j j N
f j

N j N

   
 

  

  (2.2.20) 

Шаг 2. Вычисление коэффициентов ДПФ  P l ,  PF l  

взятием прямого ДПФ (1.3.1). 

Шаг 3. Вычисление коэффициентов ДПФ  PK l  по форму-

ле (2.2.18). 

Шаг 4. Вычисление периодической последовательности 

  pk j  взятием обратного ДПФ (2.1.2). 

Шаг 5. Если выполняется условие 

                                     fN N ,    (2.2.21)  

то искомая последовательность  k j  формируется по правилу: 

                                 Pk j k j , 0 1  kj N ,   (2.2.22) 

где  

                                      1  k fN N N     (2.2.23) 

 

Замечание 2.2.2. Если элементы последовательности ( )f n  

заданы с погрешностями (чаще всего случайными), то эти по-

грешности трансформируются в коэффициенты ДПФ ( )pF l  и 

при делении на малые значения  P l  могут  вызвать суще-

ственную ошибку в вычислении  PK l , а, следовательно, по-

следовательность  k j  также будет вычислена с ошибкой, 

имеющей осциллирующей характер.  ♦ 

Замечание 2.2.3. Для однозначной правильной деконволю-

ции апериодической свертки с использованием ДПФ сформиру-

ем некоторые необходимые условия, которые назовем правила-

ми «полной длины», которое определяет, что число ненулевых 

значений ( )f n  равно 1f kN N N   , которые участвуют в 
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формировании периодической последовательности ( )pf n  (см. 

(2.2.20)). В работе  [16] подробно исследован эффект «укоро-

ченной» длины и была показана необходимость  использовать 

все 1  f kN N N  ненулевых элементов ( )f n  при формиро-

вании ( )pf n  и это требование было названо правилом полной 

длины последовательности ( )f n .  ♦ 

 

§ 2.3. Регуляризирующий  алгоритм идентификации 

импульсной функции динамической системы 

 

В данном параграфе строится регуляризирующий алгоритм 

решения задачи идентификации импульсной функции динами-

ческой системы, описываемой интегральными уравнениями 

Вольтерра I рода с разностным ядром. При этом предполагается, 

что входной сигнал идентифицируемой системы известен (из-

мерен) точно, а выходной задан со случайной ошибкой. Приво-

дится алгоритм оценивания оптимального параметра регуляри-

зации на основе критерия оптимальности. Такой регуляризиру-

ющий алгоритм будет использован для исследований свойств 

регуляризированных решений задачи идентификации при за-

шумленном входном сигнале идентифицируемой системы. 

 
 

2.3.1.  Построение регуляризирующего алгоритма 

 идентификации   
 
Рассмотрим динамическую систему, связь между входным 

и выходным сигналами которой описывается уравнением  Воль-

терра I рода с разностным ядром вида: 

                        
0

t

t k d f t     ,          0 ft b  ,   (2.3.1) 

где  k   – импульсная переходная функция (ИПФ) динамиче-

ской системы;    ,  f t  – входной и выходной сигналы иден-

тифицируемой системы. Задача идентификации заключается в 
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построении оценки для  k   по зарегистрированным на соот-

ветствующих интервалах [0, ]b , [0, bf] значениям функций 

   ,  f t .  

Задачу идентификации импульсной функции будем решать 

при следующих допущениях: 

1.   Функция     (входной сигнал идентифицируемой си-

стемы)  непрерывна, ограничена и задана своими значениями 

( ),j j tj     на интервале 0,  b . Предполагается, что 

( ) 0, 0если     и ( ) 0, если b     . Число отсчетов этой 

функции [ ] 1tN ent b    , где  ent z  – целая часть числа z . 

2. Идентифицируемая импульсная функция  k   непре-

рывна, ограничена и определена  на интервале  0, kb . Предпо-

лагается, что ( ) 0, 0k если    и ( ) 0, kесли b    .Тогда 

число отсчетов   1k k tN ent b   . 

Заметим, что при таких предположениях выходной сигнал 

системы  f t  является непрерывной ограниченной функцией, 

определенной на интервале [0, bf], где f kb b b  , вне этого ин-

тервала равна нулю, а число ненулевых отсчетов 

[ ] 1 1     f f t kN ent b N N .  

3. Вместо точных значений  jf t  регистрируются значе-

ния      i i if t f t t  , 0,..., 1fi N  , где  t  – стационар-

ный случайный процесс с нулевым средним и дисперсией 
2

 , 

интервал корреляции которого меньше 
t . Это позволяет счи-

тать значения  it  и  1it   не коррелированными случайными 

величинами. 

Допущения 1 2  позволяют аппроксимировать интеграль-

ное уравнение (2.3.1) конечномерным аналогом (формулой пря-

моугольников) 
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     
1

0

kN

i j j t i

j

t k f t




     , 0,..., 1fi N  ,       (2.3.2) 

где интервал дискретизации 
t  выбирается (или задается) из 

условия малости ошибки аппроксимации интервала (2.3.1) квад-

ратурной формулой по сравнению с погрешностями  it .  

Систему уравнений (2.3.2) можно записать в матричном  

виде 

                                               k f  ,              (2.3.3) 

где   – матрица размера f kN N , k , f  – векторы соответ-

ствующей размерности. Матрица  , как правило, плохо обу-

словлена и «классические» решения этой системы не устойчивы 

к погрешностям задания вектора f . Поэтому в качестве устой-

чивой оценки для нормального псевдорешение системы (2.3.3) 

(вектор k 
) – принимают регуляризированное решение k , 

определяемое как решение  системы уравнений 

                                 T T

kW k f   .               (2.3.4) 

Заметим, что матрица 
kW  - невырожденная симметричная мат-

рица  размера k kN N  задает стабилизирующий функционал 

2
( ) ,   T

k k
kW

k W k k k W k k . 

Величину ( ) k  можно интерпретировать как квадрат «взве-

шенной»  нормы  вектора k .  

В регуляризирующем алгоритме, построенном на основе 

ДПФ задается частотная характеристика стабилизирующего 

функционала (см. пример 1.1.2). 

Регуляризирующий алгоритм идентификации ИПФ вклю-

чает следующие шаги:  

Шаг 1. Формирование периодических последовательностей 

с периодом N : 
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            
  , 0,..., 1;

0 , , 1,..., 1.

t t

p

j j N
j

j N N N



 




    
 

  

        (2.3.5) 

            
  , 0,..., 1;

0 , , 1,..., 1.

t f

p

f f

f j j N
f j

j N N N

   
 

  

     (2.3.6) 

Шаг 2. Вычисление последовательности 

           
1

0

( ) exp 2
N

p p

j

jl
l j i

N
 





 
   

 
 , 0,..., 1l N  ,       (2.3.7) 

где 1i   . 

Шаг 3. Вычисление коэффициентов ДПФ последовательно-

сти   pf j  (прямое ДПФ): 

              
1

0

1 2
exp

N

p p

j

i
F l f j lj

N N





 
  

 
 , 0,..., 1l N  .     (2.3.8) 

Шаг 4. Вычисление коэффициентов ДПФ периодического 

регуляризированного  решения: 

       
 

   
 2

, 0 1




    
 

c

p

p p

p p

l
K l F l l N

l Q l
,     (2.3.9)  

где   – параметр регуляризации,  c

p l  – величина, комплекс-

но-сопряженная с  p l . Элементы последовательности 

  pQ l  формируются по правилу: 

         
( ), 0,...., / 2;

( )
(( ) ), / 2 1,... 1,

p

Q l l N
Q l

Q N l l N N





  
 

    
          (2.3.10) 

где 2 /( )tN     – шаг дискретизации в частотой области. 

Функцию ( )Q  можно трактовать как частотную характеристи-

ку стабилизирующую функционала: она должна быть неубыва-

ющей функцией частоты   и чаще всего ( )Q    при 

 . Если задан порядок регуляризации r, то  при достаточно 
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больших значениях   справедлива асимптотика 2( ) rQ   (см. 

пример 1.1.2). 

Шаг 5. Вычисление периодического регуляризированного 

решения (обратное ДПФ): 

          
1

0

2
( ) ( )exp( ), 0,..., 1

N

p p

l

i
k j K l lj j N

N
 





   .     (2.3.11) 

Шаг 6. Формирование kN -мерного вектора k  по правилу: 

                         , 0,..., 1
j p kk k j j N   ,                  (2.4.12) 

где 1k fN N N   .  Если выполнено условие (см. (2.1.13)) 

                                   1fN N N   ,                               (2.3.13) 

то проекции вектора k  принимаются в качестве значений регу-

ляризированного решения  k   в узлах j tj  , 

0,..., 1kj N  .  

Замечание 2.3.1. В силу известных свойств ДПФ (2.1.3), 

(2.1.4) для вещественной последовательности все вычисления в 

программной реализации алгоритма выполняются для  

l = 0,…, N/2 (что уменьшает затраты машинного времени и опе-

ративной памяти). ♦ 

Замечание 2.3.2. При выполнении вычислений (2.3.7), 

(2.3.8), (2.3.11) используется алгоритм быстрого преобразования 

Фурье (БПФ), что на 2–3 порядка уменьшает число операций по 

сравнению с «прямым» вычислением соответствующих сумм, а 

вся вычислительная процедура построения регуляризированно-

го решения требует порядка 2logN N  вычислительных опера-

ций.  ♦ 

Изложенный регуляризирующий алгоритм идентификации 

включает две неизвестных величины: функцию Q(ω) – частот-

ную характеристику стабилизирующего функционала, входя-

щую в соотношение (2.3.10) и  параметр регуляризации   в  со-

отношении (2.3.9).  

Можно предложить два варианта задания функции Q(ω): 
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1) функция Q(ω) может быть задана, исходя из требуемого 

порядка регуляризации r , т.е. для достаточно больших частот 

  имеет место  
2( ) ~ rQ   ;                                    (2.3.14) 

2) при наличии информации об асимптотическом поведе-

нии Фурье-образа искомой ИПФ 
2 2( )  aK  функцию Q(ω) 

можно определить соотношением 

                                          2( ) ~ aQ   . 

В дальнейшем будем считать, что функция Q(ω) определена 

(задана) и будет рассматриваться только проблема выбора  .  

Эта проблема является основной при использовании регу-

ляризирующих алгоритмов на практике. Дело в том, при зани-

женных значениях   в решении ( )k   будут присутствовать 

шумовые составляющие, обусловленные шумом правой части 

)(t . При завышенных значениях   из решения  ( ) k  будут 

«удалены» информативные компоненты функции  k . Поэто-

му в качестве оптимального значения  opt  примем значение, 

доставляющее минимум функционалу (см. рис. 1.1): 

              
2

M k k    
  

  ,             (2.3.15) 

где k   – псевдорешение, коэффициенты ДПФ которого опреде-

ляются выражением: 

 

                       
( )

( ) , 0,..., 1
( )

   


p

p

p

F l
K l l N

l
.       (2.3.16) 

Коэффициенты ( ), ( )p pF l l  вычисляются по «точным» после-

довательностям ( )pf j , ( ) p j , формируемых из «точных» значе-

ний выходного и входного сигналов. На практике вычисление 

точного значения opt  невозможно из-за незнания идентифици-

руемой функции ( )k . Предложены разные методы и алгорит-

мы выбора параметра регуляризации [7,11,16,74,88,89,94,105]). 
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Все они имеют свои преимущества и недостатки. Наиболее под-

ходящим для решаемой задачи идентификации является излага-

емый ниже алгоритм, позволяющий оценить opt  с приемлемой 

точностью.  При этом делается предположение, что шум изме-

рения выходного сигнала (случайный процесс ( )t ) является 

стационарным с нулевым средним и дисперсией 2
 . Тогда про-

екции случайного вектора шума 1( ),..., ( )
f

T

Nt t    также имеют 

нулевое среднее и дисперсию 
2
 . 

  

2.3.2. Критерий оптимальности регуляризирующего  

алгоритма 

 

Вновь рассмотрим систему линейных алгебраических урав-

нений 

                                          k f                                    (2.3.17) 

с неточно заданной правой частью f f    и матрицей   

размером f kN N . Введем решение Tk T f , где T  – матрич-

ный оператор размера k fN N . Точность этого решения опре-

делим функционалом (в дальнейшем называемый среднеквадра-

тической ошибкой (СКО)): 

                        
2



   
  TT M k k ,          (2.3.18) 

где 
k  – нормальное псевдорешение, соответствующее точной 

правой части, а математическое ожидание  M  берется по 

всему ансамблю случайных векторов  . Требуется определить 

оптимальный оператор optT , доставляющий минимум (2.3.18) 

среди всех других матричных операторов. В работах [7,15,16] 

было доказано 
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Утверждение 2.3.1. Необходимым и достаточным условием 

оптимальности оператора T , строящего решение Tk T f , где 

 f k , является матричное тождество: 

                               T

eV T V E T ,                     (2.3.19) 

где  V  – ковариационная матрица вектора   ,   

( )    
T

e T TV T M e e  – ковариационная матрица вектора  невязки  

 T Te f k .  ▼ 

Соотношение (2.3.19) трудно использовать для априорного 

построения оптимального оператора optT , так как оно включает 

вектор невязки, определяемый по построенному оператору T.  

Однако его можно использовать для ответа на вопрос: оптима-

лен или нет построенный оператор T? Поэтому соотношение 

(2.3.19) можно рассматривать как критерий  оптимальности  

решающего  оператора  T. 

Применение изложенного выше критерия оптимальности 

для вычисления значения opt , минимизирующего среднеквад-

ратическую ошибку (2.3.18) связано с двумя трудностями. Во-

первых, оценка матрицы вторых моментов  eV  , вычисленная 

по одной реализации вектора невязки   e f k , непригодна 

для проверки тождества (2.3.19) из-за малой точности оценива-

ния. Во-вторых, в силу параметризации оператора T  (например, 
1( ) ( )     T T

kT W ) условие (2.3.19) становится только до-

статочным. Действительно, найдется величина  , доставляю-

щее минимум СКО, но при этом   не будет точно выполняться 

(2.3.19). Следовательно, целесообразно в качестве opt  взять та-

кое значение 
W , при котором принимается основная статисти-

ческая гипотеза: 

                            0 : T

eH V V E  .           (2.3.20) 

В качестве альтернативной гипотезы примем   
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                            1 : T

eH V V E  .                       (2.3.21) 

Эта гипотеза принимается, если невыполнение тождества 

(2.3.20) обусловлено не случайными ошибками, возникающими 

из-за оценивания  eV   по одной реализации, а систематиче-

скими, обусловленными не оптимальностью параметра регуля-

ризации. Таким образом, значение 
W  можно рассматривать как 

оценку оптимального параметра регуляризации opt . 

Для  проверки  гипотезы (2.3.20) введем статистику [7,9,91] 

                        
1

T T

W e V E e    


    .       (2.3.22) 

Существование матрицы  
1

TE 


    позволяет переписать  W   

в виде 

                               1

W f V e    .        (2.3.23)  

 

В работе [9,91] доказано  

Утверждение 2.3.2. Если матрица V  не вырождена, то: 

а) для любого 0   статистика  W   есть положительно 

определенная квадратичная форма fN  случайных величин; 

б) для значений 
W , при которых принимается гипотеза 

(2.3.24), математическое ожидание  w fM N     .  ▼ 

Приведенные свойства статистики  W   позволяют ап-

проксимировать распределение  w   при 
W   2 -распре-

делением с fN  степенями свободы, где fN  размерность векто-

ра правой части СЛАУ.  Тогда проверка гипотезы (2.3.20) сво-

диться к проверке предположения: подчиняется ли величина 

 W   2 -распределению с fm N  степенями свободы.  

Для этого построим интервал 
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                  , /2 ,1 /2,m m m 
        ,        (2.3.24) 

где , /2m   – квантиль 2 -распределения уровня / 2 . Если 

 W   попадает в интервал (2.3.24), т.е. выполняется неравен-

ство 

                    , /2 ,1 /2m W m       ,       (2.3.25) 

 

то гипотеза (2.3.20) может быть принята с вероятностью ошибки 

первого рода, равной  (обычно 0.05 ), и значение 
W , при 

котором выполняется (2.3.25), является оценкой для opt . 

Возникает вопрос: как вычислить значение αW  в описанном 

выше регуляризирующем алгоритме решения задачи непарамет-

рической идентификации? Ниже приводится эффективный ал-

горитм вычисления αW, использующий дискретное преобразова-

ние Фурье [7, 16]. 

 

2.3.3. Выбор параметра регуляризации на основе  

критерия оптимальности 

 

Предполагая некоррелированность значений ( )jt , т.е. 

2V I    статистику (2.3.23) можно записать в виде  

                           
2

1

fN
i

W

i

i
e f




 






 ,                           (2.3.26) 

i
e  – проекции вектора невязки   e f k . Для вычисления 

значения W , удовлетворяющего неравенству (2.3.25) использу-

ется итерационная процедура относительно величины 1/   

вида 

         
( 1)

( ) ( 1)

' ( 1)

( )

( )

n
n n W

n
W

R m

R


 









  , (0)1,2,...; 1n  ,      (2.3.27) 
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где fm N , ( ) (1/ )W WR    , ( ) ( )W W

d
R R

d
 


  . В качестве 

значения W  принимается  1/W W  , ( )n
W  , где ( )n  удо-

влетворяет условию 

                 ( )
, /2 ,1 /2( )n

m W mR      .            (2.3.28) 

Это означает, что итерационная процедура (2.3.27) прекращает-

ся, как только выполнится условие (2.3.28). Заметим, что (2.3.27) 

является итерационной процедурой нахождения приближенного 

решения нелинейного уравнения ( ) (1/ )W WR m    , оконча-

ние которой определяется не «традиционным» условием 

(2.3.28). Заметим, что подобная итерационная схема использо-

валась в работах [48,56,58,59] для функций ( ), ( )W WR R  , опре-

деляемых на основе принципа невязки.  

В работе [16] предложен эффективный алгоритм вычисле-

ния ( )WR  , ( )WR  , использующий коэффициенты ДПФ и опи-

сываемый следующими выражениями: 

1
2

2 2
0

( )
( ) ( )

( ) ( )

N
p

W p

l
p p

Q lN
R F l

l Q l





  
  





 

,       (2.3.29) 

21
2

2 2
2

0

( ) | ( ) |
( ) ( )

( ) ( )

N
p p

W p

l
p p

Q l lN
R F l

l Q l





 
    

   
  









.   (2.3.30) 

Видно, что эти соотношения требуют только порядка N  вычис-

лительных операций. 

Утверждение 2.3.3. Если начальное значение 
 0

1  удо-

влетворяет условию 

                         
 0

,1 / 2( )W mR    ,                (2.3.31) 

то существует конечное значение W , вычисляемое процедурой 

(2.3.27) и удовлетворяющее (2.3.28). 
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Доказательство основано на следующих свойствах функции 

( )WR  : 

lim ( ) 0WR





  и ( ) 0WR   , ( ) 0WR      для любых 0  , 

которые следуют из (2.3.29), (2.3.30). Поэтому итерационная 

процедура (2.3.27) нахождения корня нелинейного уравнения 

( )W fR m N    обязательно (при выполнении условия (2.3.31)) 

вычислит значение 
 n

W  , удовлетворяющее условию 

(2.3.28), а, следовательно, и значение 1W W  , удовлетворя-

ющее неравенству 

                     , / 2 ,1 /2( )m W W m       .      ▼           (2.3.32) 

 

Обычно 
 0 1510   и для вычисления W  требуется не бо-

лее 4–5 итераций. Если условие (2.3.31) не выполняется даже 

при значениях 
 0

  близких к нулю 2010 , то это означает, что 

правая часть интегрального уравнения содержит только по-

грешности  t  и в этом случае W  , а регуляризированное 

решение   0  k . Заметим, что условие (2.3.31) для 
 0

0   

эквивалентно условию 

                              
2

,1 / 22
1

fN

i
m

i

f











 ,                (2.3.32) 

проверка которого не требует вычисления коэффициентов ДПФ. 

Замечание 2.3.1. Если 30 fm N , то для вычисления 

квантилей , / 2m  , ,1 / 2m    рекомендуется использовать форму-

лы   

    , /2 ,1 /21.96 2 ; 1.96 2 ,m mm m m m             (2.3.33) 

которые аппроксимирует квантили 
2 -распределения при 

0.05   ♦ 
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Пример 2.3.1. На рис. 2.2 показан график функции  WR   

(кривая 1), относительной ошибки 1 100k k k    (кривая 

2),  а также границы 
410,0.975 , 

410,0.025 , вычисленные по форму-

лам (2.3.33) (кривые 3, 4 соответственно). В этом вычислитель-

ном эксперименте размер матрицы   аппроксимирующей си-

стемы (2.1.1) равен 410 100 , 100, 311, 410  k fN N N . 

Число обусловленности 103 10 , относительный уровень по-

грешности правой части 0.05f    . Видим, что все зна-

чения 
W  (для которых значения  WR  попадают в интервал 

(2.3.32)) находятся в области минимума относительной ошибки 

регуляризированного решения.  ☻ 

 

Рис. 2.2. Графики ( )WR   и  относительной ошибки 

                        регуляризированного решения 
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Рассмотрим сходимость решения W
k , построенного при 

W  . Для этого перепишем функцию  W  в виде: 

 

2
1

22
0

( ) ( )
( ) 1/

( ) ( )


  

 






   

  

N

p p

W W

l
p p

Q l F l
R N

l Q l
.      (2.3.34) 

Заметим, что граничные точки , /2 ,1 /2,m m     не зависят от дис-

персии 
2

 , а зависят от вероятности   ошибки первого рода и 

m . Поэтому для попадания  величины  W   в интервал 

, /2 ,1 /2,m m 
      необходимо, чтобы   изменялось с такой же 

скоростью, как уменьшается дисперсия 
2

 , т.е. 
2

W    (см. 

2.3.34).  
 

Утверждение 2.3.4. При достаточно малых значениях 
2

  

среднеквадратическая  ошибка решения 
W

k  имеет порядок 
2

 , 

т.е. 

                     
2

2( )
WW M k k    

  
   .      (2.3.35) 

Для доказательства представим СКО идентификации в ви-

де:  

   
 

 

2
2 2

2
2

1

2
20

2
2

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

W p p

N p W p

W

l
p

p W p

Q l K l

l Q l

N

l

l Q l







 
 
 
  

   
   
 
  
  













.             (2.3.36) 

Подставляя в это выражение  
2

W   , приходим к соотноше-

нию: 
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 

   

2 22 2
1

2

2 2
2 2

2 20

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

N
p p p

W

l
p p p p

Q l K l l

l Q l l Q l






 
   

   
    
 






 


 

 

, 

из которого непосредственно следует (2.3.35).   ▼ 

Можно показать [16], что оптимальный параметр регуляри-

зации имеет порядок 
2

 opt , т.е. такой же как и параметр W
. 

Исследование точности регуляризированных решений, по-

строенных при W  , приводится ниже. 

 

2.3.4. Исследование эффективности параметра  W  

 

Основным вопросом, возникающим при применении какого-

либо  алгоритма выбора  параметра регуляризации, является во-

прос: насколько ухудшается точность регуляризированного ре-

шения, построенного при значении параметра регуляризации 

выбранного некоторым алгоритмом (в нашем случае на основе 

критерия оптимальности)  по сравнению с оптимальным регуля-

ризированным решением (параметр opt )? Для ответа на этот 

вопрос обратимся к коэффициенту эффективности параметра 

регуляризации, введенного в работах [15, 16] и  определяемый  

(для параметра регуляризации W ) выражением 

                                  













opt

W

W

k k
E

k k
.                         (2.3.37) 

Этот коэффициент является случайной величиной, принимаю-

щей значения из интервала (0,1 . Значения близкие к единице 

(например, 0.9 0.95 ) говорят о небольшом проигрыше по точ-

ности, значения меньше 0.5 указывают на значительное (по 

сравнению с оптимальным решением) увеличение ошибки регу-

ляризированного решения. Зная числовые характеристики 

(среднее значение, минимальное и максимальное значения и 
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т.д.) этой случайной величины, можно говорить о применимости 

соответствующего  алгоритма выбора параметра регуляризации. 

В работах [11,16] было выполнено сравнение различных ал-

горитмов выбора  с использованием коэффициента эффективно-

сти (2.3.37) для регуляризирующего алгоритма решения обрат-

ных измерительных задач (т.е. для решения уравнения Вольтера 

I рода вида (1.1.1)). В силу симметричности уравнений (1.1.1), 

(1.1.3) результаты этих исследований можно распространить и 

на выбор параметра регуляризации при решении задачи иден-

тификации.  

Было показано: 

1. Значение коэффициента эффективности оценки W  для 

разных решений находятся в интервале  0.80,1.00 , а среднее 

значения коэффициента эффективности находится в интервале  

 0.88, 0.97  и мало зависит от коррелированности значений 

шума регистрации правой части. Это хорошо иллюстрирует 

рис. 2.3 на котором приведена гистограмма частот коэффици-

ента эффективности  
WE , из которой видно, что все значения 

WE находятся в интервале  0.80,1.00  (объем выборки был ра-

вен 50). 

2. Значения коэффициента эффективности оценки V  (ста-

тистический вариант принципа невязки [16]) имеет худшие 

значения коэффициента эффективности, Так средние значения 

находятся в интервале   0.73, 0.85 , что существенно хуже 

средних значений оценки W .  
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Рис. 2.3. Гистограмма частот коэффициента 

эффективности  
WE  

 

3. Оценка 
U (метод перекрестной значимости [6,16,65,85]) 

может иметь небольшие значения параметра эффективности (в 

10 % объема выборки), которые обусловлены что функционал 

( )U   имеет не явно выраженный минимум, точка которого 

может  смещаться влево в область заниженных (по сравнению 

с opt ) значений параметра регуляризации, что приводит к 

увеличению ошибки регуляризированного решения 
U

k  и 

уменьшению значения коэффициента эффективности. Суще-

ственным недостатком этого способа выбора параметра регу-

ляризации является сильное влияние коррелированности шума 

на коэффициент эффективности 
UE (следовательно, и на 

точность регуляризированного решения). Даже небольшая 

коррелированность проекций шума (коэффициент корреляции 

0.2) вызывает существенное уменьшение средних значений ко-

эффициента эффективности и появление значений 
4~ 10
, что 
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соответствует увеличению ошибки регуляризированного ре-

шения в тысячи раз. 

4. Коэффициент эффективности алгоритма выбора пара-

метра регуляризации  на основе метода L-кривой [16,53,54,55, 

75,82,83,100] не уменьшается в случае коррелированного шу-

ма. Однако его средние значения на 10-15 % меньше по срав-

нению  с оценкой W . Кроме этого алгоритм выбора на основе 

метода L-кривой имеет значительные вычислительные затра-

ты. 

Обобщая приведенные результаты этих исследований, 

можно сделать вывод о целесообразности использования алго-

ритма выбора параметра регуляризации, построенного на 

критерии оптимальности и позволяющего достаточно точ-

но оценивать opt .  

 

2.4. Свойства регуляризированных решений задачи  

идентификации в случае зашумленного входного сигнала 

 

В этом параграфе будет исследовано влияние шума измере-

ния входного сигнала идентифицируемой системы на свойства 

регуляризированных решений задачи непараметрической иден-

тификации (см. также [41,39,41]). 

 

2.4.1. Регуляризирующий алгоритм при зашумленных 

          сигналах идентифицируемой системы 

 

Напомним, что ранее как при построении РА идентифика-

ции, так и при выборе параметра регуляризации предполагалось, 

что, что входной сигнал идентифицируемой системы задан точ-

но. Однако такое требование редко выполняется на практике 

так, как и входной и выходной сигналы системы измеряются и 

регистрируются приборами примерно одинакового класса точ-

ности и, следовательно, и входной и выходной сигналы задают-

ся с случайными погрешностями – шумами измерений. 
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При использовании в этом случае РА, изложенного выше 

(«традиционный» РА - см. параграф 2.2) возникают следующие 

вопросы: 

Во-первых, всегда ли при построении регуляризированного 

решения рассматриваемой задачи идентификации следует учи-

тывать погрешности задания входного сигнала идентифицируе-

мой системы или можно ограничиться «традиционными» более 

простыми РА, но при этом возможный проигрыш по точности 

решения будет приемлемым. 

Во-вторых, в какой степени ошибки регуляризованного ре-

шения зависят от относительных уровней шума измерений 

входного и выходного сигналов системы. 

В-третьих, насколько меняется оптимальный параметр ре-

гуляризации при вариации относительных уровней шумов изме-

рений и можно ли использовать некоторые алгоритмы выбора 

параметра регуляризации (разработанные для точно заданного 

входного сигнала) для оценивания оптимального параметра ре-

гуляризации в условиях неточно заданного входного сигнала. 

Попытаемся дать ответы на эти вопросы, важные при реше-

нии большого числа практических задач. 

Будем предполагать, что измеренные значения  ( ),i jf t    

допускают представления 

   ( ) ( ) ( ),i i i i j j jf f t f t t         ,          (2.4.1) 

где  ( ),i jt    - случайные величины (шумы измерений) с нуле-

выми средними и дисперсиями 
2 2,    и величины  ( ),i jt    

не коррелированы друг с другом.  

Построение регуляризованного решения на основе «тради-

ционного» РА, но с использованием зашумленного входного 

сигнала можно представить следующими «укрупненными» ша-

гами (подробнее см. параграф 2.2): 

Шаг 1. Формирование по дискретным значениям ,i jf   пе-

риодических последовательностей  ( ), , 0,..., 1p pf i i i N  , 

где  N - величина периода и взятия от этих последовательностей 
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ДПФ, т.е. вычисление коэффициентов ДПФ 

 ( ), , 0,..., 1  p pF l l l N . 

Шаг 2. Вычисление коэффициентов ДПФ 

( ), 0,..., 1pK l l N   ,  регуляризированного решения. 

Шаг 3. Вычисление периодического регуляризированного 

решения   , 0,..., 1pk i i N   (взятием обратного ДПФ от по-

следовательности   ( )pK l и формирование вектора непериоди-

ческого регуляризированного решения , 0,..., 1kj
k j N   ., как 

оценку для значений решения интегрального уравнения в дис-

кретные моменты времени: ( ), 0,..., 1j kk j N  . 

Очевидно, что точность регуляризованного решения опре-

деляется способом вычисления ( )pK l
 на втором шаге, а именно: 

 
 

   
 2

, 0,..., 1

c

p

p p

p p

l
K l F l l N

l Q l


   
 




, 

где   – параметр регуляризации,  c

p l  – величина, комплекс-

но-сопряженная с  p l . Элементы последовательности   pQ l  

задаются точно также, как и в «традиционном» РА (см. (2.3.10)).  

Для выбора параметра регуляризации вновь обратимся к 

критерию оптимальности РА (см. параграф 2.3). Введем стати-

стику 

                     
2

1
,W f e 



 


,                          (2.4.2) 

где   e f k - вектор невязки при зашумленном входном сиг-

нале,  - матрица системы уравнений (2.3.3), элементы которой 

определяются значениями зашумленного входного сигнала, k - 

вектор, составленный из значений регуляризированного реше-

ния ( ), 0,..., 1j kk j N   , ,  - скалярное произведение векторов. 

Тогда в качестве оценки для opt . можно принять величину 
W , 

для которой выполняется неравенство 
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 , /2 ,1 /2m W W m                      (2.4.3) 

где , /2m  ,1 /2m  – квантиль 2 -распределения c 
fm N  степе-

нями свободы уровней / 2 и 1 / 2 ,  - вероятность ошибки 

первого рода (обычно 0.05) при проверке статистической гипо-

тезы об оптимальности значения  
W . Заметим, что знак ~ озна-

чает, что при вычислении величины (отмеченной этим симво-

лом) использовался зашумленный входной сигнал идентифици-

руемой системы. 

Для эффективного вычисления значения W , удовлетворя-

ющего неравенству (2.4.3) вновь используется итерационная 

процедура (2.3.27), в которой 

 
 

   
 

1
2

22
0

N
p

W p

l
p p

Q lN
R F l

l Q l





  
 





 

, 

 
   

   
 

2
1

2

22
2

0

N
p p

W p

l
p p

Q l lN
R F l

l Q l






    

  
  









. 

 Видно, что эти соотношения требуют только порядка N  вы-

числительных операций, что обеспечивает высокую вычисли-

тельную эффективность вычисления значения  W .  

 

2.4.2. Исследования свойств регуляризированных  

          решений при зашумленном входном сигнале  

 

Для ответа на вопросы, приведённые в начале параграфа 

2.4.1 выполнен многочисленный вычислительный эксперимент. 

Рассмотрим наиболее интересные результаты этих эксперимен-

тов. 

В качестве импульсной переходной функции использова-

лись два вида функций, графики которых приведены на рис. 2.4: 

«гладкая» ИПФ – кривая 1 (будем обозначать ИПФ1); «колеба-

тельная» ИПФ – кривая 2 (ИПФ2). Входной сигнал задавался 



84 

двумя функциями: «узкополосным» - кривая 1 на рис. 2.5 (обо-

значим ВХОД1) и «широкополосным» - кривая 2 на рис. 2.7 

(обозначим ВХОД2). Такой выбор входных сигналов был обу-

словлен тем, что для широкополосного сигнала при прочих рав-

ных условиях точность оценивания ИПФ возрастает. Количе-

ство отсчетов   jk =100, количество отсчетов входного сигнала 

   j kN =60 и 1 159   f kN N N ,  N = 256. Шаг дискрети-

зации 0.022 t
. 

 
Рис. 2.4. Импульсные переходные   Рис. 2.5.  Входные сигнала     

               функции   k                                                системы 

 

Относительные уровни шума правой части   и шума измере-

ния входного сигнала  , определялись соотношениями: 




 

f
, 


 


, где ,f - векторы размерности ,f kN N , со-

ставленные из значений    ,  i jf t  соответственно,   - евкли-

дова норма вектора. Точность построенного регуляризированно-

го решения определялась относительной ошибкой 
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   
  k

k k

k
, где k - вектор, составленный из значений иско-

мой ИПФ. 

Первая серия экспериментов была посвящена исследова-

нию влияния неточности задания входного сигнала на ошибку 

регуляризированного решения. На рис. 2.6 представлены следу-

ющие зависимости   k  для ИПФ2 и ВХОД2: кривая 1 - 

0.10, 0.0      (т.е. входной сигнал задан точно); кривая 2 -

0.10, 0.02     ; кривая 3 - 0.10, 0.10     ; кривая 4 - 

0.02, 0.0     ; кривая 5 - 0.02, 0.10     . На рис. 2.7 по-

казаны те же зависимости для сигнала ВХОД1. 

 
 

Рис. 2.6. Зависимости   k  для ИПФ2 и ВХОД2 
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Рис. 2.7. Зависимости  k  для ИПФ2 и ВХОД1 

 

Анализ приведенных зависимостей показывает: 

 Если уровень шума правой части намного (в 2-3 раза) 

больше уровня шума входного сигнала, то относительная 

ошибка регуляризированного решения с зашумленным вход-

ным сигналом практически совпадает с относительной ошиб-

кой решения при точно заданном входном сигнале, особенно в 

области минимальных значений   k  и в области больших  , 

за исключением малых значений параметра регуляризации  
510   (см. кривые 1,2). 

 Если уровни шумов правой части и входного сигнала 

примерно одинаковы, то в области минимальных значений 

  k и больших   ошибки идентификации при точном вход-

ном сигнале и неточно заданном входе практически сопоста-

вимы (см. кривые 1,3). 

 Если уровень шума входного сигнала в несколько раз вы-

ше уровня шума правой части, то решение при точном вход-
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ном сигнале меньше по сравнению с неточно заданном входе  

(см. кривые 4,5). 

 В области малых значений параметра регуляризации 

ошибки решений при неточно заданном входе меньше ошибок 

решений при точном входном сигнале (см. кривые 4,5). Вели-

чина такого уменьшения пропорциональна уровню шума ядра 

(сравните кривые 2 и 5). Этот эффект можно объяснить тем, 

что при малых    случайный шум входного сигнала выполня-

ет своеобразную регуляризацию – квадраты  
2

 p l коэффици-

ентов ДПФ зашумленного ядра при больших значений l  пре-

валируют в знаменателе выражения (3) над значениями  стаби-

лизатора  pQ l и это уменьшает ошибку вычисления 

 pK l для этих значений l  и, соответственно, вызывает 

уменьшение общей ошибки регуляризированного решения. 

 Для низкочастотного сигнала ВХОД1 (см. рис. 2.9) 

наблюдается увеличение ошибки идентификации для всех 

определенных выше комбинаций  ,    при сохранении отме-

ченных выше закономерностей в изменении  k   . 

На рис. 2.8 представлены зависимости   k  для  ИПФ1 

(низкочастотная ИПФ) и ВХОД2 (нумерация кривых та же, что 

и на рис. 2.6, 2.7; кривые 1 и 2 на рис. 2.8 совпали). Видно, что в 

области средних и больших значений параметра регуляризации 

значения   k  для точно и неточно заданных входов практиче-

ски совпадают.  

Полученные в вычислительном эксперименте закономерно-

сти  изменения  k  позволяют надеяться, что для оценивания 

оптимального параметра регуляризации opt  можно использо-

вать (для определенных соотношений уровней шумов ,   ) 

приведенный выше модифицированный алгоритм вычисления 

W , в котором участвуют коэффициенты ДПФ зашумленного входно-

го сигнала. 
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Рис. 2.8. Зависимости   k

 для ИПФ1 и ВХОД2 

 

2.4.3. Выбор параметра регуляризации при неточно  

          заданном ядре интегрального уравнения 

 

Первоначально рассмотрим свойства параметра 
W  при 

идентификации ИПФ2 с неточно заданном входном сигнале 

ВХОД2 (высокочастотный сигнал). На рис. 2.9 показаны: кривая 

1 – зависимость  k  , вычисленное при 0.10  , 0.02  ; 

кривая 2 – функция  WR  (входной сигнал задан точно); кривая 

3 – функция  WR   (входной сигнал задан неточно); кривые 4,5 

– значения  , /2 ,1 /2,m m    соответственно. 

Видно, что кривые 2,3 практически совпали и значения  , 

для которых  WR  ,  WR  находится между прямыми 4,5 (вы-

полняется неравенство (2.3.28)) могут быть приняты в качестве 

W
 и эти значения находятся в области минимуму относитель-

ной ошибки идентификации. На рис. 2.10 представлены те же 

зависимости (с той же нумерацией), но вычисленные при 
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0.05  , 0.05   (т.е. когда уровни шумов входного и выход-

ного сигналов одинаковые). Видно, что и в этом случае можно 

сделать тот же вывод: значения 
W  находятся в области мини-

муму относительной ошибки идентификации. 

 

 
Рис. 2.9. Графики функций   k

,  WR  для 0.10  , 0.02   

 

 

 
Рис. 2.10. Графики функций  k  ,  WR  для 0.05f  , 0.05   
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На рис. 2.11 приведены те же зависимости, но вычисленные 

для 0.02, 0.10      где превалируют погрешности задания 

ядра. Но уже в этом случае значение 
W  незначительно смещено 

от точки минимума относительной ошибки идентификации в 

сторону больших значений    (или в сторону меньших значений 

параметра регуляризации). 

Следует заметить, что аналогичное смещения значений 

наблюдается и для ИПФ1 и ВХОД1 (поэтому результаты этих 

исследований здесь не приводится). 

Анализ результатов проведенных экспериментов позволяет 

сделать выводы: 

 Относительный уровень погрешностей задания правой ча-

сти в большей степени влияет на ошибку регуляризированного 

решения, чем погрешности входного сигнала идентифицируе-

мой системы. 

 

 
Рис. 2.11. Графики функций  k  ,  WR  для 0.02f  , 0.10   

 

 Если погрешности правой части соизмеримы или больше 

погрешностей входного сигнала, то в качестве оценки опти-



91 

мального параметра регуляризации можно принимать значе-

ние 
W , вычисленное по критерию оптимальности, но исполь-

зуя при этом значения зашумленного входного сигнала. Если 

относительный уровень шума входного сигнала значительно 

больше (в 5-8 раза) уровня шума выходного сигнала, то при 

оценивании opt  следует в критерии оптимальности учесть по-

грешности ядра (см.  параграф 3.1). 

 

Эти выводы являются ответами на вопросы, поставленные в 

начале этого параграфа и позволяют обоснованно выбрать регу-

ляризирующий алгоритм (включая выбор параметра регуляри-

зации) для решения задачи параметрической идентификации с 

неточно заданным входным сигналом идентифицируемой си-

стемы.  

 

2.5. Оценивание числовых характеристик аддитивных   

       шумов 

 

Как видно из результатов предыдущих параграфов для пра-

вильного оценивания оптимального параметра регуляризации 

требуется задание дисперсий шумов измерения входного и вы-

ходного сигналов. Для выбора регуляризирующего алгоритма 

непараметрической идентификации динамической системы 

необходимо также знать относительный уровень этих шумов 

измерения входного и выходного сигналов идентифицируемой 

системы. В литературе задаче оценивания дисперсии и относи-

тельного уровня шумов измерения не уделяется должного вни-

мания и отсутствуют алгоритмы, позволяющие с приемлемой 

точностью оценить эти числовые характеристики шумов изме-

рений. Результаты этого параграфа в определенной степени 

снимают эти вопросы (см. также [38]). 
 

2.5.1. Оценивание дисперсии шума измерения 

 

Введем в рассмотрение модель «сигнал+шум» следующего 

вида: 
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, 0,..., 1j j j zz v f j N    ,                         (2.5.1) 

где 
jf - значения детерминированного сигнала,  jv случайная 

дискретная последовательность, элементы которой имеют нуле-

вое среднее, дисперсию  2

v   и значения 
jv  не коррелированы 

между собой. Из непериодической последовательности (2.5.1) 

сформируем периодическую (с периодом  zN N ) последова-

тельность  ( )pz j  из N  элементов по следующему правилу: 

, 0,..., 1;
( )

0, ,..., 1.

 
 

 

j z

p

v

z j N
z j

j N N
                              (2.5.2) 

Прямое дискретное преобразование Фурье этой последователь-

ности определим выражением: 

1

0

1 2
( ) ( ) exp( 1 ), 0,..., 1

N

p p

j

Z l z i lj l N
N N






      .     (2.5.3)                                        

Заметим, что использование алгоритма БПФ (быстрого преобра-

зования Фурье) существенно уменьшает затраты машинного 

времени на выполнение ДПФ по сравнению с «прямым» вычис-

лением суммы в (2.5.3). Напомним, что выбор периода  N  опре-

деляется требованием используемой функции БПФ к длине пе-

риодической последовательности (например, для многих функ-

ций БПФ период  N  должен быть равен степени 2, т.е. 

2 , 3mN m  ). 

В соответствии со свойством линейности ДПФ,  коэффици-

енты ( )pZ l  также представляют собой сумму: 

( ) ( ) ( ), 0,..., 1p p pZ l V l F l l N    . 

Утверждение 2.5.1. Для принятой модели (2.5.1) коэффи-

циенты ДПФ  pV l , являются случайными величинами с нуле-

вым математическим ожиданием и одинаковой дисперсией 
2

PV , 

определяемой выражением (см. (2.1.14)): 
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 
22 2

2
   

  p

z
V p v

N
M V l

N
.                     (2.5.4) 

Доказательство утверждения приведено в работе [16].  ▼ 

Для оценивания дисперсию 2

pV  коэффициентов ДПФ ( )pZ l  

используем тот факт, что в окрестности точки 
2

Nl   коэффи-

циенты ( )pZ l  определяются (для низкочастотного сигнала if ) 

только коэффициентами ( )pV l  и в этом случае оценку 2ˆ
pV  можно 

вычислить по формуле: 
2

2 1
ˆ ( )

22p

M

V p

l M

NZ l
M 

    ,                       (2.5.5) 

а затем оценить дисперсию 2

v  непериодической последователь-

ности  iv : 

2
2 2ˆ ˆ  

pv V

z

N

N
.                                    (2.5.6)                

Для иллюстрации эффективности такого подхода к оцени-

ванию дисперсии шума в модели «сигнал+шум» был выполнен 

следующий вычислительный эксперимент. В качестве «точно-

го» сигнала  был принят выходной сигнал 
jf , значения которого 

показаны на рис. 2.12 сплошной кривой. Эти значения искажа-

лись нормально распределенным шумом (результат  
jz  показан 

на рис. 2.12 точечной кривой). Такая форма сигнала является 

типичной для выходного сигнала при идентификации динами-

ческой системы второго порядка ( 150, 256zN N  ). 

На рис. 2.13 приведены квадраты модулей 
2

( )pZ l  (сплошная 

кривая) и 
2

( )pV l (точечная кривая). Видно, что в достаточно 

большой окрестности точки  128
2

Nl    (например, 128 90l   )  

эти квадраты модулей совпадают и по этим коэффициентам 

( )pZ l  можно вычислять  оценку (2.5.5). 
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Рис. 2.12. Значения сигналов  

jf ,
jz  

 
 

 
Рис. 2.13. Коэффициенты ДПФ сигналов    ,i iv z  

 

Далее, на рис. 2.14 сплошной кривой показаны значения 

оценки 2ˆ
v , вычисленной по формуле (2.5.6) при разных M , а 

точечной кривой – оценка дисперсии, вычисленная по известной 

реализации шума  iv . Видно, что при  60,100M  оценка 2ˆ
v  

может успешно использоваться для оценивания дисперсий шума 

суммы «сигнал+шум». Этот пример и другие эксперименты с 
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оценкой 2ˆ
pV  по формуле (2.5.5) позволяют рекомендовать выбор 

M  из интервала 1.1 , 1.3
4 4

N N  
 

. В данном примере эта реко-

мендация дает значения  70, 84M  . Увеличение ошибки оце-

нивания при малых значениях M  можно объяснить малым объ-

емом выборки, по которой вычисляется оценка (2.5.5), увеличе-

ние ошибки при больших значениях M  –  в сумму (2.5.5) начи-

нают входить коэффициенты  ( )pF l . Заметим, что выбор M  

также можно осуществить из анализа графика коэффициентов 
2

( )pZ l  (сплошная кривая на рис. 2.13).  

 
 

 
Рис. 2.14. К оцениванию дисперсии шума 

 

2.5.2. Оценивание относительного уровня шума 

 

В качестве величины относительного уровня шума суммы 

«сигнал+шум» примем отношение [38]:  

2

2v

M v

f

 
 

  ,                              (2.5.7) 

где  
2

v - квадрат евклидовой нормы вектора v , составленного 

из zN  значений дискретного шума  iv  модели (2.5.1).  
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Первоначально вычислим величину числителя при сделан-

ных предположениях: 
1

2 2 2

0

zN

i v z

i

M v M v N




 
       

 
 . 

Для вычисления знаменателя (8) обратимся к представлению : 
2 2 2 2 2

M z M v M f M v f          
       

, 

из которого следует выражение: 
2 2 2

f M z M v    
   

. 

По одной реализации невозможно достаточно точно вычислить 

выборочную оценку для 
2

M z 
 

 и потому ее заменим величи-

ной 
2

z . Для вычисления  
2

z  обратимся к равенству Парсева-

ля, которое для ДПФ имеет вид (подробнее см. [3]): 

   
1 1

2
2

0 0

N N

p p

j l

z j N Z l
 

 

  .            

Тогда последнее выражение можно переписать как 

   
11 1

222 2

0 0 0

zNN N

p i p

j i l

z j z z N Z l
 

  

     .          (2.5.8) 

Тогда, возвращаясь к (2.5.7), получаем следующую оценку для 

относительного уровня шума  iv  в модели «сигнал+шум» вида 

, 0,..., 1i i i zz v f i N    : 

      

 

2

1
2

2

0

ˆˆ

ˆ

v z

v N

p v z

l

N

N Z l N




 
 

   
.                   (2.5.9) 

где оценка 2ˆ
v  дисперсии шума 2

v  вычисляется по формулам 

(2.5.6), (2.5.5) при соответствующем выборе величины M  в вы-

ражении (2.5.5).  

Для исследования точности этой оценки был проведен вы-

числительный эксперимент с различными сигналами и уровня-

ми шумов (подробнее см. [38]). Результаты эксперимента пока-
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зали, что относительная ошибка определения уровня шума не 

превосходит 2-5 %, что позволяет считать оценку (2.5.9) доста-

точно эффективной оценкой. 

 

Обобщая результаты этой главы, можно дать следующие 

рекомендации: 

1. Если относительный уровень шума входного сигнала 

идентифицируемой системы меньше или равен относитель-

ному уровню выходного сигнала, то для построения регуля-

ризированного решения задачи непараметрической иденти-

фикации можно использовать «классический» регуляризи-

рующий алгоритм с выбором параметра регуляризации на 

основе критерия оптимальности. При этом коэффициенты 

ДПФ входного сигнала вычисляются по зашумленному сиг-

налу, но ни при построении регуляризированного решения, 

ни при выборе параметра регуляризации не учитываются 

числовые характеристики шума измерения входного сигнала. 

2. Если относительный уровень шума входного сигнала 

существенно выше (в 2-3 раза и больше) уровня шума вы-

ходного сигнала, то для уменьшения ошибки идентификации 

необходимо обратиться к алгоритмам, использующим ин-

формацию о числовых характеристиках шума измерения 

входного сигнала. Один из таких алгоритмов построен в па-

раграфе 3.1 следующей главы. 
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ГЛАВА 3. НЕЛИНЕЙНЫЕ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЕ  

                   АЛГОРИТМЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 

В этой главе будут построены и исследованы три нелиней-

ных регуляризирующих алгоритма идентификации, которые в 

той или иной степени учитывают шум измерения входного сиг-

нала идентифицируемой системы и его числовые характеристи-

ки. 

 

3.1. Регуляризирующий алгоритм идентификации  

при высоком уровне шума входного сигнала  

 

В данном параграфе излагается регуляризирующий алго-

ритм идентификации импульсной переходной функции динами-

ческой системы, описываемой уравнением Вольтера I рода, ко-

гда входной и выходной сигналы идентифицируемой системы 

измерены с шумами (погрешностями). Этот алгоритм учитывает 

статистику шумов измерения входного сигнала и выходного 

сигналов не только при выборе параметра регуляризации (как 

это делается в обобщенном принципе невязки [46,47,63,71,72]), 

но и при построении самого регуляризированного решения. 

 

3.1.1. Построение регуляризирующего алгоритма 

                       идентификации   

 

Как и в параграфе 2.3 решение задачи идентификации ИПФ 

будем рассматривать при  допущениях: 

1.   Функция     (входной сигнал идентифицируемой 

системы)  непрерывна, ограничена и задана своими значения-

ми ( ),j j tj     на интервале 0,  b  и вне этого интервала 

равна нулю. Число отсчетов этой функции [ ] 1tN ent b    , 

где  ent z  – целая часть числа z . 

2. Идентифицируемая импульсная функция  k   непре-

рывна, ограничена и определена  на интервале  0, kb  и вне 
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этого интервала равна нулю. Тогда число отсчетов 

  1k k tN ent b   . 

При таких предположениях выходной сигнал системы  f t  

тоже является непрерывной функцией, определенной на интер-

вале 0, fb   , где f kb b b  , вне этого интервала равно нулю, а 

число ненулевых отсчетов 1 1f f t kN ent b N N
        . 

3. Измеренные (зарегистрированные) значения  ( ),i jf t    

допускают представления: 

   ( ) ( ) ( ),i i i i j j jf f t f t t         ,          (3.1.1) 

где  ( ),i jt    - случайные величины (шумы измерений) с нуле-

выми средними и дисперсиями 
2 2,    и величины  ( ),i jt    

не коррелированы друг с другом.  

При неточно заданной правой части ( ) ( )j jf t t  дискрет-

ную свертку (2.3.2) определим выражением: 

       
1

0

kN

j j j t i i

j

t k f t t




       , 0,..., 1fi N  . 

Если входной сигнал измеряется с шумом, то используя пред-

ставление 

( ) ( ) ( )j j j       , 

эту свертку можно записать в виде 

               
1 1

0 0

k kN N

i j j t i i i j j t

j j

t k f t t t k
 

 

              , 

или 

           
11

0 0

k
NN

i j j t i j j t i i

j j

t k k t f t t



 

       


       . 

В матричном виде последнюю свертку можно представить си-

стемой уравнений: 
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       k f K f ,                          (3.1.2) 

где K  – матрица размера f kN N , элементы которой вычисля-

ются через значения искомой ИПФ  k  по формуле: 

 
,

, ;

0, .

i j t

i j

k t t i j
K

i j

   
 



 

В этой системе уравнений матрица   вычисляется через за-

шумленные значения входного сигнала ( )  j , а правая часть 

искажается «эквивалентным» вектором погрешности  

                                             K .                                 (3.1.3) 

Новый вектор погрешностей имеет нулевое среднее и ковариа-

ционную матрицу 

( )   
    
 

T TV K M V KV K ,                 (3.1.4) 

где V  – ковариационная матрица вектора  шума измерения 

входного сигнала. 

  Напомним, что в случае точно заданного входного сигнала 

регуляризированное решение 
k  определялось из системы ли-

нейных уравнений (см. (2.3.4)): 

                     1 1( )T T

kV W k V f     . 

В случае неточно заданного входного сигнала  вектор по-

грешности   правой части имеет ковариационную матрицу 

(3.1.4) и поэтому регуляризированное решение 
k  определяется  

из системы нелинейных уравнений 

1 1( ( ) ) ( )T T

kV K W k V K f 

     ,               (3.1.5) 

где запись  ( )V K  указывает на явную зависимость ковариаци-

онной матрицы (3.1.4)  от  значений ИПФ динамической систе-

мы. Принятое допущение о некоррелированности между собой 
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значений    j
,  1  j

 и  it ,  1it   позволяет записать 

следующие выражения для ковариационных матриц 
2

fNV I   , 2

   NV I . Тогда матрица  ( )V K  имеет вид 

                   2 2( )
f

T
NV K I KK        .                      (3.1.6)  

Таким образом, необходимо построить эффективный алгоритм 

вычисления регуляризированного решения (т.е. решения систе-

мы (3.1.5)) для случая, когда ( )V K  определяется выражением 

(3.1.6). 

Следую работам [41,103], приведем регуляризирующий ал-

горитм идентификации ИПФ, который включает следующие 

шаги: 

Шаг 1. Формирование периодических с периодом N  по-

следовательностей: 

                 
  , 0,..., 1;

0 , , 1,..., 1.



 




    
 

  

t t

p

j j N
j

j N N N
    (3.1.7) 

                  
  , 0,..., 1;

0 , , 1,..., 1.

t f

p

f f

f j j N
f j

j N N N

   
 

  

       (3.1.8) 

Шаг 2. Вычисление последовательности 

 
1

0

2
( ) exp








 
    

 

N

p p

j

i
l j jl

N
, 0,..., 1l N  , 

где 1i   . 

Шаг 3. Вычисление коэффициентов ДПФ последовательно-

сти   pf j  (прямое ДПФ): 

           
1

0

1 2
exp

N

p p

j

i
F l f j l j

N N





 
  

 
 , 0,..., 1l N  .        (3.1.9) 

Шаг 4. Определение коэффициентов ДПФ (обозначаемые 

как ( )pK l ) регуляризированного решения. 
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Шаг 5. Вычисление периодического регуляризированного 

решения (обратное ДПФ): 

        
1

0

2
( ) ( )exp( ), 0,..., 1 





   
N

p p

i
k j K l lj j N

N
.     (3.1.10) 

Шаг 6. Формирование kN -мерного вектора k  по правилу: 

                           , 0,..., 1
j p kk k j j N   ,                  (3.1.11) 

где 1  k fN N N . 

Если выполнено условие  

                                    1  fN N N ,      (3.1.12) 

то проекции вектора  j
k  принимаются в качестве значений ре-

гуляризированного решения   k  в узлах j tj  , 

0,..., 1kj N  . 

Приведенный алгоритм построения регуляризированного 

решения аналогичен алгоритму § 2.2 за исключением шага 4, 

когда вычисляются коэффициенты ( )pK l . Рассмотрим вычис-

ление этих коэффициентов при справедливости допущения 3, а 

именно: погрешности регистрации    ,     являются стацио-

нарными случайными процессами с нулевыми средними и дис-

персиями 2
 , 2

  соответственно.  

Тогда коэффициенты ДПФ ( )pK l  регуляризированной по-

следовательности  ( )pk j   определяются из нелинейного 

уравнения (подробнее см. [12,13,14,41]): 

  
2 2

2 2

( )
( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( )


    


 
   

c

p

p p

p p p

l
K l F l

l K l Q l
,      (3.1.13) 

                                                                         0,1,..., 1l N  , 
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где   – параметр регуляризации, ( )c

p l  – величина, комплексно 

сопряженная ( ) p l ; ( )pQ l  – элементы последовательности, 

формируемые по правилу (2.3.10). Введем отношение дисперсий 
2 2/     и перепишем уравнение (3.1.13) в виде 

     
2 2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ) ( )


 


 

   

c
p

p p

p p p

l
K l F l

l K l Q l

,      (3.1.14) 

Заметим, что задать отношение   проще, чем дисперсии 
2 2,    

в отдельности. Так, если известно, что уровень шума ( )t  в два 

раза больше уровня ( )t , то отношение  
2

0.5 0.25   . 

Утверждение 3.1.1. Нелинейное уравнение (3.1.14) имеет 

единственное решение при  значениях  0, 0   . 

Доказательство. При 0   решением является решение 

метода наименьших квадратов. При 0   решением нелиней-

ного уравнения является регуляризированное решение, не учи-

тывающее погрешности задания  ядра.  При 0, 0    правая 

часть  является  монотонно убывающей к нулю функцией  ко-

эффициента  ( )pK l , равной   

                            
2

( )
( )

( ) ( )




  

c
p

p

p p

l
F l

l Q l

 

при ( ) 0 pK l . Левая часть уравнения линейно возрастает, 

начиная от нулевого значения. Поэтому обязательно найдется 

единственная точка, в которой будет выполняться тождество 

(3.1.14).   ▼ 

Для нахождения решения 
* ( )pK l  нелинейного уравнения 

(3.1.10) при фиксированном параметре регуляризации   можно 

использовать любой алгоритм решения нелинейного уравнения. 

Здесь обратимся к схеме простой итерации: 
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 1

2 2
( )

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ) ( )


 




 
   

c

pn

p p
n

p p p

l
K l F l

l K l Q l
,         (3.1.15) 

                                                                                 0,1,...n  .  

«Точка старта»  
(0) ( )pK l  задается как  

                 
(0)

2

( )
( ) ( )

( ) ( )





 
  

c

p

p p

p p

l
K l F l

l Q l
, 0,1,..., 1l N  .  

Условие прекращение итераций имеет вид 

                        

1
1 22

( 1) ( )

0

1
2

( )

0

( ) ( )

0.01

( )

 












 
 

  
 
  





N
n n

p p

l

N
n

p

l

K l K l

K l

.                (3.1.16) 

Вычислительный эксперимент показал, что для выполнения 

условия (3.1.16) требуется не более 5–8 итераций. 

Заметим, что если входной сигнал системы задан точно, т.е. 
2 0  и 0  , то изложенный алгоритм совпадает с алгорит-

мом параграфа 2.2 (что и следовало ожидать). 

 

3.1.2. Алгоритмы выбора параметра регуляризации 

 

Как уже отмечалось (см. § 2.3), проблема выбора параметра 

регуляризации, входящего в (3.1.14), (3.1.15) является основной 

при использовании регуляризирующих алгоритмов на практике. 

Как и прежде в качестве оптимального значения opt  примем 

значение, доставляющее минимум функционалу 

                              
2

M k k    
   ,                     (3.1.16) 

где вектор k   – нормальное псевдорешение, коэффициенты 

ДПФ которого определяются (2.3.16) по точным значениям 

входного и выходного сигналов. Вычисление opt  требует зада-
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ния определенных характеристик функции ( )k (в частности, 

значений ИПФ), которые на практике не известны. Поэтому пе-

рейдем к построению алгоритма, позволяющего оценить opt  

при известных дисперсиях 2
 , 2

 . 

Следует заметить, что изложенный в предыдущем парагра-

фе регуляризирующий алгоритм даже при заданном параметре 

регуляризации является нелинейным. Несмотря на нелиней-

ность попытаемся построить алгоритм выбора на основе крите-

рия оптимальности (см. параграф 2.3), хотя этот критерий был 

получен для линейных РА. 

Для использования критерия оптимальности при неточно 

заданной функции ( )   заменим в статистике (2.3.23), которая 

используется для проверки статистической гипотезы об опти-

мальности параметра регуляризации, ковариационную матрицу 

V  на ковариационную матрицу ( )V K  «эквивалентного» век-

тора погрешностей правой части: 

                        
 

1

1
2 2

( ) ( ) 

  

 

 





   

      
 f

T

W

T T

N

f V K e

f I KK e

.       (3.1.17) 

Для вычисления значения W (символ тильда  означает 

учет шума измерения входного сигнала при вычислении пара-

метра регуляризации), удовлетворяющего неравенству): 

                       , /2 ,1 /2m W W m                        (3.1.18) 

вновь обратимся к итерационной процедуре относительно вели-

чины 1/   вида 

      
( 1)

( ) ( 1)

' ( 1)

( )

( )

n
n n W

n
W

R m

R


 









  , (0)1,2,...; 1n  ,    (3.1.19) 
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где fm N , ( ) (1/ )W WR    , ( ) ( )W W

d
R R

d
 


  . В качестве 

значения W  принимается  1/ W W , ( )  n
W , где ( )n   удо-

влетворяет условию 

                 ( )
, /2 ,1 /2( )n

m W mR      .                  (3.1.20) 

Это означает, что итерационная процедура (3.1.19) прекращает-
ся, как только выполнится условие (3.1.20). Напомним, что ве-

личины , / 2 ,1 / 2,m m     – квантили 2 -распределения с fm N  

степенями свободы уровней значимости 2  и 1 2  соответ-

ственно. Вычисление квантилей при 30fN   можно осуще-

ствить по формулам (2.3.33) (см. замечание 2.3.1). 
С учетом (3.1.6), (3.1.17) эффективный алгоритм вычисле-

ния ( )WR  , ( )WR  можно представить в виде  

  

2 2*

22 *
1

2
2 * 2

0

(1 ( ) ) ( ) ( )

( ) (1 ( ) ) ( )
( )

( ( ) )





   



 


 





  


   
 




p p p

N
p p p

W

l
p

K l Q l F l

l K l Q l
R N

C K l

;    (3.1.21) 

22 2*

2
22 *

1

2
2 * 2

0

( ) (1 ( ) ) ( ) ( )

( ) (1 ( ) ) ( )

( )

( ( ) )





   



 


 





   


    
     




p p p p

N p p p

W

l
p

l K l Q l F l

l K l Q l

R N

C K l

 

где 
2 2   k

t

f

N
C N

N
  – множитель, устанавливающий связь 

между дисперсией исходной стационарной последовательности 

j  и дисперсией коэффициентов ДПФ этой последовательно-

сти, а также учитывающий матричное преобразование K , вхо-

дящее в (3.1.23).  Коэффициенты ДПФ 
* ( )pK l являются решени-

ями нелинейного уравнения (3.1.14)  для 0,..., 1l N  . 
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Утверждение 3.1.2. Если 
 0

  удовлетворяет условию 
 

                         
 0

,1 /2( )W mR    ,            (3.1.22) 

то существует конечное значение W , вычисляемое процедурой 

(3.1.19) и удовлетворяющее (3.1.16). 

Доказательство основано на следующих очевидных свой-

ствах функции ( )WR   и ее производной: 

   lim ( ) 0WR





  и ( ) 0WR   , ( ) 0WR    для любых 0  . 

Поэтому итерационная процедура (5.2.19) нахождения кор-

ня нелинейного уравнения ( )W fR m N    обязательно  опре-

делит (при выполнении условия (5.2.22)) значение 
 n

 , удовле-

творяющее условию (5.2.20), а следовательно, и значение 
 

1 1   
n

W W , удовлетворяющее неравенству (3.1.27). ▼ 

Обычно 
 0 1510   и для вычисления W  требуется не бо-

лее 4–5 итераций. Если условие (3.1.22) не выполняется даже 

при значениях 
 0

  близких к нулю 2010 , то это означает, что 

правая часть интегрального уравнения обусловлена только по-

грешностями исходных данных и в этом случае W  , а регу-

ляризированное решение   0  k .  

Заметим, что вычисление параметра регуляризации в про-
странстве коэффициентов ДПФ существенно экономит вычис-

лительные затраты на построение оценки W . 

Приведем графическую интерпретацию изложенного алго-

ритма выбора параметра регуляризации. Введем относительную 

ошибку идентификации как функцию параметра 1/  : 

 k

k k

k


 






 . На рис. 3.1 сплошной линией показана зависи-
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мость относительной ошибки идентификации  k  , точечной кривой 

– значения ( )WR  , штриховыми прямыми – значения , / 2 ,1 / 2,m m    .   

 
Рис. 3.1. Выбор параметра регуляризации 

Значения  , для которых значения ( )WR   находятся между 

этими двумя прямыми являются значениями W (для них вы-

полняется неравенство (3.1.20)). Видно, что эти значения соот-

ветствуют области минимальной ошибки идентификации. 

 

3.1.3. Исследования алгоритма выбора параметра  

                 регуляризации 
 

При использовании предложенного алгоритма выбора па-

раметра регуляризации возникают два вопроса: 

   каков проигрыш по точности регуляризированного реше-

ния задачи идентификации, построенного при   W  по срав-

нению с оптимальным решением, построенном при   opt ?  

  какой выигрыш по точности идентификации дает изложен-

ный алгоритм выбора параметра регуляризации по сравнению 
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с алгоритмом, который не учитывает шум измерения входного 

сигнала. 

 Для ответа на эти вопросы были выполнены многочислен-

ные вычислительные эксперименты. Рассмотрим наиболее ин-

тересные результаты этих экспериментов. 

В качестве импульсной переходной функции использова-

лась «колебательная» ИПФ2, график которой изображен на рис. 

2.4 (кривая 2). Входной сигнал задавался двумя функциями: 

«узкополосной» – сплошная кривая на рис. 2.5 (обозначим 

ВХОД1) и «широкополосной» – точечная кривая на рис. 2.5 

(обозначим ВХОД2). Напомним, что такой выбор входных сиг-

налов был обусловлен тем, что для широкополосного входного 

сигнала при прочих равных условиях точность оценивания ИПФ 

возрастает. 

Количество отсчетов идентифицируемой ИПФ равно 

100kN , количество отсчетов входного сигнала 60N  и N = 

256. Шаг дискретизации 0.022t  . Относительные уровни шу-

ма правой части  и шума измерения входного сигнала   как и 

ранее (см. ( )) определялись соотношениями: 


 

f
, 


 


.  

Для ответа на первый вопрос вновь обратимся к  коэффици-

енту эффективности, который для зашумленного входного сиг-

нала определим как: 

                                      















opt

W

W

k k
E

k
,                          (3.1.23)  

где W
k  – регуляризированное решение задачи идентификации, 

построенное при параметре W . Напомним, что этот коэффици-

ент является случайной величиной, принимающей значения из 

интервала (0,1 . Значения, близкие к 1 (например, 0.9 0.95 ), 

говорят о небольшом проигрыше по точности, значения меньше 

0.5 указывают на значительное (по сравнению с оптимальным 

решением) увеличением ошибки регуляризированного решения 
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 W
. Зная числовые характеристики (среднее значение, мини-

мальное и максимальное значения и т.д.) этой случайной вели-

чины, можно говорить о применимости исследуемого алгоритма 

выбора параметра регуляризации. 

Для определения числовых характеристик коэффициента 

эффективности формировалась выборка значений случайной ве-

личин ( )n

WE  (объем выборки  50samN  ). Значения случайной ве-

личины  ( )n

WE  вычислялись по решениям 
( )

W

nk ,  построенным при 

значениях параметра  регуляризации ( ) n

W
, вычисленных по за-

шумленным векторам ( ) ( ) n nf f  , ( ) ( )   n n  

1,2,..., .samn N  По выборке определялись: минимальное min
WE и 

среднее значение 
WEm , а также строилась гистограмма частот 

( )i

W i samn N , где 
in  – число значений ( )n

WE  попавших в i -й ин-

тервал (количество интервалов  гистограммы равно 6). 

На рис. 3.2 показана гистограмма частот ( )i

W , типичная для 

алгоритма выбора параметра регуляризации на основе критерия 

оптимальности (ВХОД1, уровень шума 0.05  , 0.1  ). 

Видно, что значения коэффициента 
WE  в основном сосредото-

чены в интервале  0.91, 0,96 . Об этом же говорят и числовые 

характеристики коэффициента 
WE : min 0.789

WE , 

0.944
WEm , max 0.982

WE . Гистограмма и эти числовые ха-

рактеристики позволяют сделать вывод, что регуляризированное 

решение 
W

k имеет в среднем только на 6 % больше ошибку по 

сравнению с оптимальным регуляризированным решением, по-

строенном при оптимальном параметре регуляризации opt . 
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Рис. 3.2. Гистограмма  коэффициента  эффективности 
WE  

                       

В табл. 3.1 приведены числовые характеристики коэффици-

ента 
WE  для разных уровней шума и разных входных сигналов. 

Первая строка ячейки содержит минимальное значение коэффи-

циента 
WE , а вторая строка – среднее значение коэффициента. 

Анализ таблицы показывает, что: а) при увеличении уровней 

шумов  и    значения  коэффициента 
WE  уменьшается; б) 

увеличение  уровня шума   не приводит  к уменьшению коэф-

фициента эффективности;  в) даже низкочастотного входа 

ВХОД1 коэффициент 
WE  принимает высокие значения (хотя 

норма ошибки регуляризированного решения возрастает по 

сравнению с высокочастотным входным сигналом ВХОД2). 
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                                                                              Таблица 3.1 

Входной 

сигнал 
 f  

Относительный уровень шума входного 

сигнала     

0.02 0.05 0.10 0.15 

ВХОД1 

0.02 
0.834 0.812 0.792 0.789 

0.945 0.936 0.921 0.911 

0.10 
0.861 0.853 0.848 0.811 

0.953 0.943 0.932 0.922 

ВХОД2 

0.02 
0.845 0.831 0.808 0.801 

0.964 0.958 0.943 0.934 

0.10 
0.865 0.858 0.851 0.838 

0.961 0.949 0.938 0.928 

 

Для ответа на вопрос какой выигрыш по точности иденти-

фикации дает изложенный алгоритм выбора параметра регуля-

ризации был введен коэффициент выигрыша параметра регуля-

ризации W , определяемый соотношением: 

W

W

W

k k
K

k k




 






,            (3.1.24) 

где W
k  – регуляризированное решение, построенное при пара-

метре регуляризации W , найденном по критерию оптимально-

сти, но без учета шума измерения входного сигнала (статистика 

(2.4.2)), хотя этот шум присутствовал в входном сигнале, 
W

k  – 

регуляризированное решение, построенное при параметре регу-

ляризации W , вычисленном предлагаемым алгоритмом выбора 

(статистика (3.1.17)). Если 
W

K больше 1, то  предпочтительным  

является выбор параметра регуляризации, предлагаемый алго-

ритмом, учитывающий шум измерения входного сигнала. Заме-

тим, что коэффициент 
W

K  является случайной величиной, зна-

чение которой меняется от одной реализации шумов измерений 

к другой. Поэтому в качестве неслучайной характеристики ис-
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пользовалось выборочное среднее 
W

K , определяемое выраже-

нием: 

1

1 sam

W W

N
l

lsam

K K
N

 


   

где 
W

l
K  – коэффициент выигрыша, вычисленный по l-ым реа-

лизациям шумов измерений входного и выходного сигналов. 

Объем выборки в эксперименте 50samN  . В табл. 3.2 приведены 

значения 
W

K  для двух входных сигналов и разных  : (0.02, 

0.05, 0.10, 0.15). Относительный уровень шума измерения вы-

ходного сигнала  = 0.02. 

                                      

                                                             Таблица 3.2 
 

  ВХОД1 ВХОД2 

0.02 1.02 1.01 

0.05 1.19 1.17 

0.10 1.44 1.39 

0.15 1.86 1.82 
 

 

Анализ данных таблицы показывает, что если уровень шу-

ма измерения входного сигнала больше уровня шума измерения 

выходного сигнала, то предпочтительнее оказывается выбор па-

раметра регуляризации, предложенный алгоритмом, построен-

ным на основе критерия оптимальности. При этом, чем больше 

эта разница, тем больше выигрыш по точности идентификации. 

Так, для отношения / 7     точность идентификации увели-

чивается на примерно на 80%. 

В заключении отметим эффект «саморегуляризации», кото-

рый обуславливается шумом измерения входного сигнала. Для 

пояснения этого эффекта обратимся к рис. 3.3, на котором пока-
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заны графики относительной ошибки  k

k k

k







   для 

ВХОД1: сплошная кривая соответствует относительным уров-

ням шумов измерения 0.02  , 0.0   (входной сигнал задан 

точно); штриховая – 0.02  , 0.1  . Эффект «саморегуляри-

зации»  состоит в следующем: в области малых значений пара-

метра регуляризации ошибки решений при неточно заданном 

входе (рис. 3.3, штриховая кривая) меньше ошибок решений при 

точном входном сигнале (рис. 3.3, сплошная кривая). Величина 

такого уменьшения пропорциональна уровню шума входного 

сигнала. Этот эффект можно объяснить тем, что при малых   

случайный шум входного сигнала выполняет своеобразную ре-

гуляризацию – квадраты  
2

p l  коэффициентов ДПФ зашум-

ленного ядра при больших значений l превалируют в знаменате-

ле выражения (2.3.9) над значениями стабилизатора  pQ l  и 

это уменьшает ошибку вычисления  pK l  для этих значений l 

и, соответственно, вызывает уменьшение общей ошибки регу-

ляризированного решения. 

Приведенные результаты вычислительного эксперимента 

показывают, что для схем идентификации ИПФ стационарных 

динамических объектов, где уровень шума измерения входного 

сигнала существенно выше уровня шума выходного сигнала, 

следует использовать предлагаемый в этом параграфе регуляри-

зирующий алгоритм и алгоритм оценивания оптимального па-

раметра регуляризации, характерной чертой которых является 

учет дисперсии шума измерения входного сигнала. Эти алго-

ритмы в качестве вычислительной основы используют ДПФ, что 

обуславливает их высокую вычислительную эффективность. 

Пример использование построенного регуляризирующего 

алгоритма на практике приведен в работах [17,18], где решается 

задача идентификации параметров схемы замещения электриче-

ского разряда. 
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Рис.3.3. Графики относительных ошибок идентификации 

 

3.2. Локальный регуляризирующий алгоритм  

  идентификации с зашумленным входным сигналом 

 

 В параграфе 3.1 был предложен регуляризирующий алго-

ритм, который учитывал эти шумы как при построении устой-

чивого решения, так и при оценивании оптимального параметра 

регуляризации. Однако, наличие только одного «управляюще-

го» параметра – параметра регуляризации не позволяет подо-

брать для каждого коэффициента ДПФ решения свой регуляри-

зирующий множитель, минимизирующий ошибку вычисления 

этого коэффициента и всего регуляризированного решения в це-

лом. Поэтому в данной параграфе предлагается оригинальный 

подход к нахождению для каждого коэффициента ДПФ регуля-

ризированного решения своего квазиоптимального регуляризи-

рующего множителя из условия минимума среднеквадратиче-

ской ошибки идентификации.  
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3.2.1. Оптимальный регуляризирующий алгоритм 

идентификации 

 

Как и ранее предполагаем, что выходной и входной сигна-

лы динамической системы измерены в дискретные моменты 

времени со случайными погрешностями (шумами): 

( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( )i i i j j jf t f t t k         , 

где ( ), ( )i jt    - случайные величины с нулевым средними и 

дисперсиями 
2 2,   соответственно, некоррелированные друг с 

другом.  Шаг дискретизации по аргументам ,t  одинаков и ра-

вен
t . 

Работу регуляризирующего алгоритма можно представить 

следующими шагами: 

Шаг 1. Формирование периодических с периодом N  по-

следовательностей: 

 
  , 0,..., 1;

0 , , 1,..., 1.



 




    
 

  

t t

p

j j N
j

j N N N
 

 
  , 0,..., 1;

0 , , 1,..., 1.

t f

p

f f

f j j N
f j

j N N N

   
 

  

        

Шаг 2. Вычисление последовательности 

 
1

0

2
( ) exp








 
    

 

N

p p

j

i
l j jl

N
, 0,..., 1l N  , 

где 1i   . 

Шаг 3. Вычисление коэффициентов ДПФ последовательно-

сти   pf j  (прямое ДПФ): 

   
1

0

1 2
exp

N

p p

j

i
F l f j l j

N N





 
  

 
 , 0,..., 1l N  . 
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Шаг 4. Определение коэффициентов ДПФ (обозначаемые 

как ( )pK l ) регуляризированного решения. 

Шаг 5. Вычисление периодического регуляризированного 

решения (обратное ДПФ): 

1

0

2
( ) ( )exp( ), 0,..., 1 





   
N

p p

i
k j K l lj j N

N
. 

Шаг 6. Формирование kN -мерного вектора k  по правилу: 

 1 , 1,...,j p kk k j j N    , 

где 1  k fN N N . 

Если выполнено условие  

                                    1  fN N N ,      (3.2.1) 

то проекции вектора  j
k  принимаются в качестве значений ре-

гуляризированного решения   k  в узлах j tj  , 

0,..., 1kj N  . 

Очевидно, что точность регуляризированного решения 

определяется способом вычисления коэффициентов ( )pK l
 на 

втором шаге, которые будем находить в виде: 

2

( )
( ) ( ), 0,..., 1

( ) ( )

c

p
ppq

p p

l
K l F l l N

l q l


   
 

,     (3.2.2) 

где ( )pq l - стабилизирующий член, определяемый ниже. Опреде-

лим коэффициенты ДПФ точного решения выражением (???) и 

обозначим как ( )pK l . Ошибку оценивания коэффициента 

( )pK l  определим условным математическим ожиданием 

2

( ) ( ) ( ) / ( )ppq pq pl M K l K l l    
  

                   (3.2.3) 

при заданном коэффициенте ДПФ ( )p l  входного сигнала 

идентифицируемой системы. Справедливо  
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Утверждение 3.2.1. Если случайные величины ( )it , 

( )j  не коррелированы между собой и отсутствует корреляция в 

соседние моменты времени, то  

2 22
2 2 2

2
2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

p p
p p pZ H p

pq

p p

K l l q l K l

l

l q l

   
  

 
  
  

 

,     (3.2.4) 

где 2

pZ , 2

pH  - дисперсии коэффициентов ДПФ периодических 

последовательностей    ( ) , ( )p pi i  , которые  зависят от  дис-

персий 
2 2,   следующим образом (см. (2.1.14)): 

2 2

2pZ

N

N



  ;     2 2

2p

f

H

N

N
  ,                   (3.2.5) 

 где ,fN N - количество отсчетов функций ( ), ( )f t   . 

Доказательство. Обозначим через ( )pH l - коэффициенты 

ДПФ случайной последовательности  ( )p i , а ( )pZ l - коэффици-

енты ДПФ последовательности  ( )p i . Тогда ошибку 

( ) ( ) ( )pp pql K l K l  можно представить выражением 

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

c c

p p p p p p p

p

p p

l Z l K l l H l q l K l
l

l q l

  


 
 . 

Возведем левую и правую части этого выражение в квадрат и 

вычислим условное математическое ожидание 
2

( ) ( ) / ( )pq p pl M l l  
  

  . Получаем 
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 2 2 2 2 2
2

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

c

p p p p p p

pq

p p

l M Z l K l M H l q l K l

l

l q l

      
          


 
  







Введя обозначения дисперсий для коэффициентов ДПФ случай-

ных последовательностей    ( ) , ( )p pi i  : 

2
2 ( )

pZ pM Z l  
  

,   
2

2 ( )
pH pM H l  

  
, 

приходим к выражению (3.2.4).  ▼ 

Для минимизации среднеквадратической ошибки регуляри-

зированного решения достаточно минимизировать ( )pq l  для 

каждого 0,..., 1l N  . Беря частную производную от (5) по ( )pq l  

и приравнивая эту производную нулю, получаем 

 

Утверждение 3.2.2. Минимум ( )pq l  достигается при 

2

2

2
( )

( )

p

p

H

popt Z

p

q l
K l

 


                                 (3.2.6) 

и коэффициенты ДПФ оптимального регуляризированного ре-

шения, имеющего наименьшую среднеквадратическую ошибку  

( )pq l  определяются выражением 

2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

c

p
ppopt

p

l
K l F l

l S l S l



   

,          (3.2.7) 

где ( )c

p l  - величина, комплексно сопряженная с ( )p l ; 

2 2

2 22
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p pZ H

opt

pp p

S l S l S l
l l K l

   
  

 

 
.       (3.2.8) 

Соотношение ( )S l  можно трактовать как отношение 

«шум/сигнал» для коэффициентов ДПФ входного сигнала, а 
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второе ( )S l
 - «шум/сигнал» для коэффициентов  ДПФ выход-

ного сигнала. Алгоритм (3.2.7) вычисления коэффициентов 

ДПФ искомого решения можно назвать «винеровским алгорит-

мом идентификации», так как он минимизирует среднеквадра-

тическую ошибку (3.2.3). Очевидно, что, взяв обратное ДПФ от 

коэффициентов (3.2.7), каждый из которых имеет минимальную 

среднеквадратическую ошибку, получим оценку для импульс-

ной переходной функции динамической системы с наименьшей 

среднеквадратической ошибкой.  

К сожалению, алгоритм (3.2.7) не реализуем на практике, 

так как в отношение «шум/сигнал» выходного сигнала (второе 

слагаемое в (3.2.8)) входят неизвестные коэффициенты ДПФ 

( )pK l  искомой импульсной переходной функции. Заметим, что 

такая же ситуация возникает и в «классическом» винеровском 

алгоритме фильтрации случайных процессов, где требуется 

априорное знание спектральной плотности выделяемого слу-

чайного процесса. Возникает традиционный вопрос: «Что де-

лать?». Для ответа на этот вопрос предлагается итерационная 

процедура апостериорного уточнения отношения ( )S l , которая 

является нетривиальным обобщением процедуры уточнения от-

ношения «шум/сигнал», успешно используемой при вычислении 

регуляризированного решения обратной измерительной задачи 

при точно заданном ядре интегрального уравнения (см. [10,92]).  

 

3.2.2. Итерационный алгоритм уточнения отношения 

«шум/сигнал» 

 

Так как отношение «шум/сигнал» коэффициентов  ДПФ 

выходного сигнала ( )S l
 (в уравнении (3.2.8) это второе слагае-

мое) зависит от неизвестного коэффициента ДПФ ( )pK l точного 

решения, то предлагается следующая итерационная процедура 

апостериорного уточнения этого отношения, которая выполня-

ется при вычислении каждого коэффициента ДПФ, т.е. для 

0,..., 1l N  . Эта процедура является обобщением итерацион-
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ных процедур уточнения отношений «шум/сигнал», предложен-

ных для локальных регуляризирующих алгоритмов решения 

плохо обусловленных СЛАУ [10, 60, 61,92,93] и решения обрат-

ных измерительных задач [95,96,96] при точно заданной им-

пульсной переходной функции (ядро интегрального уравнения 

Вольтера первого рода). 

 

Введем величины 

2
(0)(0)2 2

2 2( ) / ( ) , ( ) / ( ) ( )
p p

pH p H pS l F l S l l K l
 

   
 

   ,  (3.2.9) 

где 
(0)

( )pK l  - коэффициенты ДПФ «начальной» оценки  0ˆ
pk для 

искомой импульсной переходной функции (ее определение бу-

дет рассмотрено ниже). Перепишем выражение (3.2.7) в виде:  

2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

c

p
ppopt

p

l
K l F l

l S l S l



   

,          (3.2.10) 

и подставим 
(0)

( )S l  в это выражение вместо ( )S l . Получим ко-

эффициенты ДПФ на первой итерации 

(1)

(0)2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

p
p p

p

l
K l F l

l S l S l



   

. 

Подставляя коэффициент  
(1)

( )pK l  в отношение «шум/сигнал» 

выходного сигнала, получаем оценку  

2
(1)(1) 2

2( ) / ( ) ( )
p

pH pS l l K l
 

  
 

  . 

Продолжая такое итерационное уточнение отношения 

«шум/сигнал», получаем следующую итерационную процедуру: 
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( 1)

( )2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

n
p

p p
n

p

l
K l F l

l S l S l

 

   

,         (3.2.11) 

2
( )

2
( )2

( ) , 0,1,2,...

( ) ( )

p
n H

n

pp

S l n

l K l

 






        (3.2.12) 

Возникает вопрос о сходимости этой итерационной процедуры 

уточнения отношения «шум/сигнал» выходного сигнала. Можно 

показать, что предельные точки этой процедуры определяются 

корнями 
*

( )S l  нелинейного уравнения 

* *

( ) 1 ( ) ( ) ( )S l S l S l S l    
  

   . 

Выполнив несложные преобразования, приходим к квадратному 

уравнению:   

 
* *

2 21
( ( )) 2 1 ( ) ( ) (1 ( )) 0

( )
S l S l S l S l

S l

 
      
  

  



,  (3.2.13) 

корни которого обозначим  как 
* *

1 2( ), ( ),S l S l   при этом 
* *

1 2( ) ( )S l S l  . Эти корни равны: 

*

1

1 2(1 ) 1 4(1 )
( )

2

S S S S
S l

S

    


   




; 

*

2

1 2(1 ) 1 4(1 )
( )

2

S S S S
S l

S

    


   




, 

при очевидном условии их вещественности 

1
(1 )

4
S S   . 

Тогда из выражений (3.2.7), (3.2.8) следует 
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Утверждение 3.2.3. Предельная точка 
*

pK  итерационной 

процедуры (3.2.11), (3.2.12)  определяется выражением: 

(0) *

2

*2

1

(0) *

2
*

*2

2

(

( ),( )
( ), 1

( )(1 ( )) ;( ) (1 ( ) ( ))
4

( ),( )
( ),( ) 1

( )(1 ( )) ;( ) (1 ( ) ( ))
4

1
0, ( )(1 ( )) ,

4

c

p
p

p

c

p
p

p

p

если S S ll
F l

и S l S ll S l S l

если S S ll
F lK l

и S l S ll S l S l

если S l S l S

 

    

 


    

   

 

  

 

  

 

0) *

2 ( );

1
0, ( )(1 ( )) .

4

S l

если S l S l











 


    


 

  

(3.2.14)     

 

Доказательство этого утверждения проводится аналогично дока-

зательству в работах [10,92], но с учетом отношения 

«шум/сигнал» входного сигнала идентифицируемой системы.  

▼ 

Взяв обратное ДПФ от последовательности  
*

( )pK l , полу-

чаем периодическую последовательность  * ( )pk i , из которой 

формируется оценка *( )ik   для импульсной переходной функ-

ции динамической системы в дискретные моменты времени: 

* *( ) ( ), 0,..., 1i p kk k i i N   . 

Заметим, что соотношение (3.2.14) позволяет, не выполняя 

итераций (3.2.11), (3.2.12), сразу вычислить предельную точку 

итерационной процедуры, что существенно уменьшает затраты 

на  вычисления коэффициентов ДПФ 
*

( )pK l . 

Для того, чтобы предлагаемый локальный алгоритм иден-

тификации был регуляризирующим необходимо убедиться в 
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сходимости решения *( )k   к «точной» ИПФ ( )k   при стремле-

нии уровней шумов измерений входного и выходного сигналов 

идентифицируемой системы к нулю. Определим среднеквадра-

тическую сходимость построенного решения как: 

2
* 0M k k   

  
 при 

2 2, 0   .               (3.2.15) 

Утверждение 3.2.4. Если начальный вектор (0)k , состав-

ленный из значений  0
( )ik   «стартовой» функции   0

( )k  , схо-

дится в среднеквадратическом к вектору точного решения k 
, 

т.е.  

2
(0) 0M k k  

  
 при 

2 2, 0,                  (3.2.16) 

то имеет место сходимость (3.2.15). 

Доказательство этого утверждения проводится аналогично 

доказательству в работах [10,92], но с учетом отношения 

«шум/сигнал» входного сигнала идентифицируемой системы. ▼ 
 

Таким образом, предложенный алгоритм построения реше-

ния является регуляризирующим и его можно назвать квази-

оптимальным локальным регуляризирующим алгоритмом.  Сло-

во квазиоптимальный отражает итерационное уточнение отно-

шения «шум/сигнал» выходного сигнала идентифицируемой си-

стемы. 

 

3.2.3. Исследование локального алгоритма  

идентификации 

 

Для обоснованного применения предложенного локального 

алгоритма идентификации на практике необходимо ответить на 

вопрос: как соотносятся между собой ошибки идентификации 

локальным регуляризирующим алгоритмом и глобальным регу-

ляризирующего алгоритма, изложенный а параграфе 3.1, кото-

рый также учитывает шум измерения входного сигнала как при 

нахождении устойчивого решения, так и при выборе параметра 
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регуляризации. Для ответа на этот вопрос был проведен обшир-

ный вычислительный эксперимент по построению регуляризи-

рованных решений двумя этими алгоритмами и сравнению 

ошибок этих решений. Остановимся на некоторых результатах 

этого эксперимента (более подробно см. [42]). 

В качестве импульсной переходной функции использова-

лись два вида функций, графики которых приведены на рисунке 

2.4: «гладкая» ИПФ – кривая 1 (будем обозначать ИПФ1); «ко-

лебательная» ИПФ – кривая 2 (ИПФ2). Входной сигнал задавал-

ся двумя функциями: «узкополосным» - кривая 1 на рисунке 2.5 

(обозначим ВХОД1) и «широкополосным» - кривая 2 на рисунке 

2.5 (обозначим ВХОД2). Такой выбор входных сигналов был 

обусловлен тем, что для широкополосного сигнала при прочих 

равных условиях точность оценивания ИПФ возрастает. Коли-

чество отсчетов  jk 
kN =100, количество отсчетов входного 

сигнала  j  60N  ,  1 159f kN N N     и N = 256. Шаг 

дискретизации 0.022t  . Относительные уровни шума правой 

части  и шума измерения входного сигнала   как и ранее (см. 

( )) определялись соотношениями: 


 

f
, 


 


. Для сопо-

ставления двух ошибок идентификации введем коэффициент 

выигрыша  
*K  локального алгоритма идентификации, опреде-

ляемый соотношением: 

* *

W
k k

K
k k










.                                  (3.2.17) 

Если 
* 1K  , то предпочтение следует отдать локальному алго-

ритму идентификации, в противном случае – глобальному алго-

ритму. 

Заметим, что коэффициент 
*K  является случайной величи-

ной, значение которой меняется от одной реализации шумов из-

мерений к другой. Поэтому в качестве неслучайной характери-
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стики использовалось выборочное среднее 
*K , определяемое 

выражением: 

* *

1

1 sam
l

lsam

N

K K
N 

  , 

где *

l
K - коэффициент эффективности, вычисленный по l - ой 

реализации шумов измерений. Объем выборки в эксперименте 

50samN  . 

В параграфе 2.4, а также а работе [42] было показано, что: 

 большее влияние на ошибку идентификации оказывает 

уровень шума измерения выходного сигнала, чем уровень шума 

входного сигнала; 

 если уровень шума измерения входного сигнала меньше 

или соизмерим с уровнем шума выходного сигнала, то значения 

параметров регуляризации при которых достигаются минималь-

ные ошибки идентификации практически совпадают как для 

точно заданного, так и неточно заданного входных сигналов 

(хотя сами ошибки идентификации различны). 

Поэтому в вычислительном эксперименте принимался вы-

сокий относительный уровень шума входного сигнала 0.10   

(чтобы влияние этого шума на ошибку идентификации прояви-

лось в полной мере), а уровни шума выходного сигнала   зада-

вались равными 0.02, 0.05, 0.10. 

В таблице 3.3 приведены средние значения коэффициент 

эффективности 
effK при идентификации ИПФ1 с двумя входны-

ми сигналами ВХОД1 и ВХОД2, а в таблице 3.4 – при иденти-

фикации ИПФ2. 
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Таблица 3.3 

Уровень 

шума   
Значения коэффициента выигрыша 

*K  

ВХОД1 ВХОД2 

0.02 1.12 1.15 

0.05 1.09 1.11 

0.10 1.05 1.06 

Таблица 3.4 

Уровень шу-

ма
f  

Значения коэффициента выигрыша 
*K  

ВХОД1 ВХОД2 

0.02 1.14 1.15 

0.05 1.11 1.12 

0.10 1.07 1.08 

 

Анализируя приведенные значения 
*K , можно сделать сле-

дующие выводы: 

 для всех уровней шума правой части и используемых 

входных сигналов более предпочтительным является локаль-

ный регуляризирующий алгоритм идентификации (т.к. 
* 1K  ); 

 по мере увеличения уровня шума измерения правой ча-

сти значение коэффициента выигрыша уменьшается, но он 

остается больше 1. 

Обобщая выше изложенное можно сделать вывод, что 

предложенный локальный регуляризирующий алгоритм иден-

тификации имеет высокую вычислительную эффективность, 

обусловленную как алгоритмом быстрого преобразования 

Фурье (для вычисления прямого и обратного ДПФ), так и алго-

ритмом вычисления коэффициентов ДПФ регуляризированного 

решения (достаточно простые скалярные вычисления). Он поз-

воляет строить устойчивые решения с ошибками, меньше чем 

ошибки регуляризированных решений, зависящие только от од-

ного параметра регуляризации.  

 

 

 



128 

3.3. Двухэтапный алгоритм идентификации 

 

В данном параграфе работе предлагается двухэтапный 

устойчивый алгоритм непараметрической идентификации им-

пульсной переходной функции стационарной динамической си-

стемы в случае, когда и входной и выходной сигналы иденти-

фицируемой системы регистрируются со случайными погреш-

ностями. На первом этапе осуществляется вейвлет-фильтрация 

шумов измерения, а на втором этапе – построение регуляризи-

рованного решения «традиционным» РА по «отфильтрованным» 

значениям входного и выходного сигналов идентифицируемой 

системы [43].  
 

3.3.1. Влияние шумов измерений на ошибку  

регуляризированных решений  

 

Как и ранее предполагаем, что входной и выходной сигнал 

идентифицируемой системы измеряются с шумами: 

         ,i i i i j j jf f t f t t          ,       (3.3.1) 

где  it ,  j   – случайные, не коррелированные друг с дру-

гом величины с нулевыми средними и дисперсиями 2
 , 2

 . Для 

построения устойчивого решения задачи идентификации обра-

тимся к регуляризирующему алгоритму, изложенному в пункте 

2.4.1. В этом алгоритме используются  зашумленные данные 

(3.3.1), но выбор параметра регуляризации осуществляется на 

основе критерия оптимальности, но без учета статистики шума 

измерения входного сигнала (подробнее см. пункт 2.4.1).   

В операторной форме этот регуляризирующий алгоритм 

можно представить в виде: 

 1 ( ), ( )k F R F F f       ,              (3.3.2) 

где ( )F  , ( )F f  – прямое ДПФ измеренных входного и выход-

ного сигналов,  
W

R   – вычисление регуляризированных ко-
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эффициентов ДПФ ИПФ (реализация алгоритма пункта 2.4.1), 

где используются ДПФ зашумленных входного и выходного 

сигналов,  1F   – обратное дискретное преобразование Фурье. 

Для определения влияния на ошибку регуляризированного ре-

шения  (3.3.2) шумов измерения входного и выходного сигналов 

был выполнен следующий вычислительный эксперимент. 

В качестве импульсной переходной функции идентифициру-

емой системы использовались «колебательная» ИПФ, а в каче-

стве входных сигналов использовались ВХОД1 и ВХОД2, опи-

санные в пункте 3.2.4. Количество отсчетов  100kN  , количе-

ство отсчетов входного сигнала  N =60, 1 159f kN N N     и 

N = 256. Шаг дискретизации 0.022t  . Относительные уровни 

шума правой части  и шума измерения входного сигнала   

как и ранее определялись соотношениями: 


 

f
, 


 


. 

Точность построенного регуляризированного решения (3.3.2) 

определялась относительной ошибкой идентификации 

 
k k

k
k









  . В таблице 3.5 представлены средние значения 

mink  (объем выборки был равен 50) минимальной относитель-

ной ошибки идентификации  
min optk k

    , вычисленной 

при разных значениях   (первый столбец таблицы),   (первая 

строка таблицы). На вход системы подавался сигнал ВХОД1. 
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Таблица 3.5  



 

  

0.00 0.02 0.05 0.075 0.10 0.15 

0.00 10-5 0.08 0.097 0.108 0.122 0.141 

0.02 0.049 0.082 0.098 0.109 0.122 0.141 

0.05 0.066 0.087 0.101 0.112 0.124 0.143 

0.075 0.076 0.092 0.106 0.114 0.127 0.145 

0.10 0.082 0.098 0.109 0.120 0.131 0.150 

0.15 0.098 0.109 0.120 0.129 0.139 0.159 
 

 

Анализ данных этой таблицы позволяет сделать весьма важ-

ный вывод о том, что шум измерения входного сигнала в мень-

шей степени влияет на ошибку идентификации, чем шум изме-

рения выходного сигнала идентифицируемой системы. Для ко-

личественной оценки такого влияния были вычислены две по-

следовательности первых конечных разностей. 

1. Последовательность 
 

   

   
min min

1

1

i i

i k k

i i





 
  

  
 
  



 

 

 

, 1,...,5i  , где 

 
min

i

k
  – среднее значение относительной ошибки идентифика-

ции при уровне шума выходного сигнала 
 i

 , равному значе-

нию i – ого элемента последовательности 

 0.0, 0.02, 0.05, 0.075, 0.10, 0.15  при заданном уровне шума вход-

ного сигнала. Очевидно, что 
 i

  это приближенное значение 

частной производной от относительной ошибки идентификации 

по относительному уровню шума выходного сигнала при значе-

нии 
 i

 . Поэтому 
 i

  можно трактовать как коэффициент чув-
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ствительности относительной ошибки идентификации к уровню 

шума выходного сигнала. 

2. Последовательность 
 

   

   
min min

1

1

i i

i k k

i i





 
  

  
 
  



 

 

 

, 1,...,5i  , 

где 
 
min

i

k
  – среднее значение относительной ошибки идентифи-

кации при уровне шума входного сигнала 
 i

 , равному значе-

нию i – ого элемента последовательности 

 0.0, 0.02, 0.05, 0.075, 0.10, 0.15  и фиксированном уровне шума вы-

ходного сигнала. По аналогии 
 i

  можно рассматривать как 

приближенное значение частной производной от относительной 

ошибки идентификации по относительному уровню шума вход-

ного сигнала при значении 
 i

 . А также 

 i
  можно трактовать 

как коэффициент чувствительности относительной ошибки 

идентификации к уровню шума входного сигнала. На рис. 3.4 

приведены графики следующих величин: кривая 1 – значения 

 i
f

  при 
 i

 =0.02; кривая 2 – значения 

 i
  при 

 
0.02

i
 . 

Видно, что коэффициент чувствительности к шуму выход-

ного сигнала в несколько раз (иногда и на порядок) выше по 

сравнению с коэффициентом чувствительности к шуму измере-

ния входного сигнала. 

Аналогичные вычислительные эксперименты были проведе-

ны и в случае высокочастотного входного сигнала (ВХОД2). Ре-

зультаты обработки результатов этих экспериментов позволяют 

сделать выводы, аналогичные выводам для ВХОД1. 
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Рис. 3.4. Значения элементов последовательностей 
 i

 , 
 i
f

  

Таким образом, из результатов выполненных исследований 

следует вывод о необходимости в первую очередь осуществить 

фильтрацию выходного сигнала идентифицируемой системы.  

 

3.3.2. Вейвлет-фильтрация шумов измерения 

 

Так как ошибка идентификации зависит от уровней шумов 

измерений входного и выходного сигналов, то для уменьшения 

уровней шумов входного или выходного сигналов предлагается 

использовать пороговые алгоритмы вейвлет- фильтрации. Эти 

алгоритмы позволяют с меньшей систематической ошибкой (по 

сравнению с алгоритмами Фурье-фильтрации) фильтровать шу-

мы различной статистической природы и имеют высокую вы-

числительную эффективность. Поэтому в этом пункте кратко 

изложим суть алгоритмов вейвлет-фильтрации. 

Алгоритмы основаны на следующем многомасштабном 

представлении сигнала ( )f x  [86,87]: 

     
0

0 0

0

, , , ,
1

ˆ
j J

j J k j J k j k j k
k j j k

f x a x d x



 
 

     ,   (3.3.2) 
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которое можно интерпретировать как восстановление сигнала 

( )f x  по его коэффициентам разложения на J-ом уровне. Систе-

му ортогональных функций ,{ ( )}j k x  называют масштабирую-

щими (или отцовскими), а ортогональные функции ,{ ( )}j k x  – 

вейвлет-функциями (или материнскими). Переменная j характе-

ризует уровень разложения и ее часто называют коэффициентом 

масштаба, переменная k – временной сдвиг той или иной базис-

ной функции, величина J – задает количество уровней разложе-

ния, 0j  – начальный уровень разложения (подробнее см. [27]). 

Коэффициенты разложения ,j ka  называют аппроксимирующи-

ми, ,j kd  – детализирующими и они определяются выражения-

ми: 

, ,( ) ( )j k j ka f x x dx   , , ,( ) ( )j k j kd f x x dx   .         (3.3.4) 

В пакете MathCAD (расширение Wavelet Extension), 

включен набор функций (более 10) вычисляющие значения 

вейвлетов для заданного масштаба и сдвига. Эти функции 

полезны для визуализации вейвлетов. Рассмотрим синтаксис 

следующих  3 функций: 

  

 

( , , , , );

( , , , );

( , , , ).

wavelet x j k m s

father x j k ss

mother x j k ss

 

Функция wavelet вычисляет значение в точке x  отцовского 

вейвлета  0m   или материнского вейвлета  1m  . 

Функция father вычисляет значение в точке x  отцовского 

вейвлета. 

Функция mother вычисляет значение в точке x  материнско-

го вейвлета. 

Формальные параметры этих функций: 

 x  – вещественная величина, в которой вычисляется зна-

чение вейвлета; 
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 j  – целая величина, определяющая масштаб вейвлета; 

 k  – целая величина, определяющая сдвиг вейвлета; 

 m  – целая величина: 0m  , вычисляется отцовский 

вейвлет , ( )j k x ; 1m , вычисляется материнский вейвлет 

, ( )j k x ; 

 s  – переменная, задающая семейство вейвлетов с ис-

пользованием следующих обозначений: 

( )daublet n  – n  – коэффициентный вейвлет Добеши ( n  – 

четные числа от 2 до 20); 

( )coiflet n  – n  – коэффициентный вейвлет Койфлета 

  6,12,18, 24, 30n . 

На рис. 3.5 показаны фрагменты документа MathCAD, в ко-

тором вычисляются с использованием функции wavelet значения 

вейвлетов Добеши с числом коэффициентов 4m  : отцовских 

( )x , ( 1)x   и материнских ( )x , ( 1)x  . В этом же доку-

менте приведены графики этих вейвлетов (для удобства отобра-

жения графики материнских вейвлетов сдвинуты вниз на вели-

чину 2). Принятая нумерация графиков: 1 – ( )x ; 2 – ( 2)x  ;  

3 – ( )x ; 4 – ( 2)x  .  

В качестве иллюстрации эффекта масштабирования на  

рис. 3.6 приведены графики тех же вейвлетов Добеши, но мас-

штабированных при 1j   , т.е. графики ( )
2

x , ( 1)
2

x  , 

( )
2

x , ( 1)
2

x  . Видно, что масштабированные вейвлеты 

представляют собой «растянутые» версии исходных вейвлетов. 

При отрицательных значениях j  происходит «сжатие» вейвле-

тов. 
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Рис. 3.5. Графики не масштабированных вейвлетов Добеши 

 

 
 

Рис. 3.6. Графики масштабированных вейвлетов Добеши 
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Алгоритмы вейвлет-фильтрации основаны на следующих 

свойствах вейвлет-разложения: 

 информация о «точном» сигнале f ( x )  содержится 

только в небольшом количестве коэффициентов вейвлет-

разложения (информативные коэффициенты). Остальные ко-

эффициенты равны нулю, либо незначительно отличаются от 

нуля по абсолютной величине и их можно назвать незначимыми 

(шумовыми) коэффициентами разложения. Это свойство также 

широко используется для сжатия сигналов и изображений; 

 шум измерения равномерно «перераспределяется» по 

всем коэффициентам вейвлет-разложения. В частности, если 

значения шума 
i  не коррелированы и имеют одинаковую дис-

персию 2 , то коэффициенты разложения этого шума по базису 

ортогональных вейвлетов также не коррелированы между собой 

и имеют одинаковую дисперсию.  

Иллюстрацией этих двух свойств является следующий при-

мер. 

Пример 3.3.1. В качестве значений точной и зашумленной 

функции примем значения, показанные на рис. 3.7. Необходимо 

вычислить детализирующие коэффициенты для уровней разло-

жения 1 3 5j , ,  с использованием ортогональных вейвлетов 

Добеши8.  

 

Рис. 3.7. Значения точной и зашумленной функций 
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Графики вычисленных детализирующих коэффициентов 

j ,kd , 
j ,kd  приведены на рис. 3.8 (точные значения функции) и на 

рис. 3.9 (зашумленные значения). При этом число детализиру-

ющих коэффициентов для уровня разложения 1j   равно 

1

2048
1024

2 2

N
N    , для уровня разложения 3j   – 

3 3

2048
256

2 8

N
N     и для уровня разложения 5j   – 

5 5

2048
64

2 32

N
N    . Из анализа этих рисунков видно, что:  

 только небольшое число коэффициентов j ,kd  точной 

функции уровней разложения 1, 2, 3 отличны от нуля; 

 особенно сильному искажению подвергаются детализи-

рующие коэффициенты с небольшим уровнем разложения.   
 

 

Рис. 3.8. Детализирующие коэффициенты точной функции 
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Рис. 3.9. Детализирующие коэффициенты  зашумленной  

функции 

 

Приведенные и проиллюстрированные свойства коэффици-

ентов вейвлет-разложения определяют общий подход для по-

строения алгоритмов фильтрации с использованием вейвлетов 

(в дальнейшем вейвлет-фильтрации):  

для уменьшения уровня шума в исходных данных (т.е. для 

фильтрации шума) необходимо к коэффициентам разложения 

,J ka , ,j kd  применить алгоритмы обработки, уменьшающие их 

дисперсию, а затем от этих новых «отфильтрованных» коэф-

фициентов разложения взять обратное вейвлет-преобра-

зование.  

Таким образом, алгоритм вейвлет-фильтрации включает 

три следующих этапа: 

 взятие прямого вейвлет-преобразования от зашумленных 

значений функции; 

 обработка коэффициентов разложения ,J ka , ,j kd (построе-

ние оценок ,
ˆ

J ka , ,
ˆ

j kd  для точных неизвестных коэффициентов 

,J ka , ,j kd ); 

 взятие обратного вейвлет-преобразования от коэффициен-

тов ,
ˆ

J ka , ,
ˆ

j kd . 
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В пороговых алгоритмах вейвлет-фильтрации на втором эта-

пе используются так называемые пороговые функции, реализу-

ющие  следующий алгоритм обработки: коэффициент разложе-

ния меньший по абсолютной величине некоторой пороговой ве-

личины зануляется, в противном случае коэффициент сохраня-

ется или подвергается некоторому (в общем случае нелинейно-

му) преобразованию.  

Замечание 3.3.1. Показано (см. [27], стр. 58-60), что относи-

тельные погрешности аппроксимирующих коэффициентов на 

порядок и более меньше погрешностей коэффициентов ,j kd . 

Поэтому на практике обработке подвергаются только детализи-

рующие коэффициенты ,j kd .     ♦ 

Распространение на практике получили однопараметриче-

ские пороговые функции, зависящие только от одного парамет-

ра – величина порога (подробнее см. [27]). Для предфильтрации 

шумов входного и выходного сигналов идентифицируемой си-

стемы можно использовать две функции, которые эффективно 

удаляют шумы различной статистической природы (подробнее 

см. [28,29,30,31]): 

 «жесткая» пороговая функция вида: 

 
,

,

, ,

0, ;
,

,

j k

H j k

j k j k

если d
T d

d если d

 


 








,  (3.3.5) 

 пороговая функция  ,HYPT d   вида: 

 
2 2

, , ,
,

,

( ) , если ,
,

0, если .

j k j k j k
HYP j k

j k

sign d d d
T d

d


  

 
 


 



  (3.3.6) 

где λ – величина порога. Графики этих функций (вычисленные 

при λ = 1) показаны на рисунке 3.10 (сплошная кривая – функ-

ция (3.3.5), штриховая – функция (3.3.6)). 
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Рис. 3.4. Графики пороговых функций (3.3.5), (3.3.6) 

 

В операторном виде алгоритм вейвлет-фильтрации можно 

представить в виде: 

 1f̂ W T W f  
   ,   (3.3.7) 

где 
1,W W 

 – операторы прямого и обратного вейвлет-

преобразования,  T   – оператор, реализующий пороговый ал-

горитм обработки коэффициентов вейвлет-разложения при за-

данном пороге λ и выбранной пороговой функции, f  – дискрет-

ный зашумленный сигнал (вектор), сформированный из значе-

ний «зашумленной» функции  f̂ t , f̂  – результат вейвлет-

фильтрации (тоже вектор). Предполагается, что f f   , где 

f  – «точный» вектор,  – вектор шума измерения с нулевым 

средним и дисперсией 2 . 

Выбор пороговой величины существенно влияет на ошибку 

фильтрации и эта пороговая величина, по сути, является управ-

ляющим параметром алгоритмов вейвлет – фильтрации. Оче-

видно, что хотелось бы найти оптимальное пороговое значение 

opt , которое минимизирует среднеквадратическую ошибку 
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фильтрации. Заметим, что алгоритм вейвлет-фильтрации явля-

ется нелинейным, но тем не менее для оценки оптимального по-

рога вновь обратимся к критерию оптимальности линейного ал-

горитма фильтрации. Приведем основные соотношения алго-

ритма выбора, построенного на основе этого критерия и позво-

ляющего достаточно точно (в отличие от других алгоритмов 

выбора пороговой величины) оценить opt  (подробнее см. 

[23,24,32,33,97,98,100,101]). 

Введем статистику: 

 
2

1
,W e f  



 


, 

где ,e f  – скалярное произведение двух векторов, ˆe f f    

– вектор невязки. В качестве оценки для opt  принимается ве-

личина W , для которой выполняется неравенство: 

 , /2 ,1 /2N W W N       ,        (3.3.8) 

где , /2N   и ,1 /2N   – квантили 2 -распределения с числом 

степеней свободы N уровней / 2 , 1 / 2   соответственно, N – 

число значений фильтруемой функции, 0.05  – вероятность 

ошибки первого рода при проверке статистической гипотезы об 

оптимальности пороговой величины (подробнее см. [27]). Как 

показали проведенные исследования [27] увеличение средне-

квадратической ошибки фильтрации при W  по сравнению с 

opt   не превышает 10%, что позволяет сделать вывод о вы-

сокой точности оценивания оптимальной пороговой величины 

opt . 

Замечание 3.3.2. Если 30N  , то границы интервала (3.3.8) 

при 0.05   можно вычислить по формулам: 

,0.025 1.96 2N N N  ,  ,0.975 1.96 2N N N  .  ♦   (3.3.9) 
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Замечание 3.3.3. Кроме пороговых алгоритмов обработки 

коэффициентов вейвлет-разложения в последнее время стали 

использоваться так называемые мультипликативный алгоритмы 

вейвлет-фильтрации [33,35,102]. В этих алгоритмах для каждого 

коэффициента разложения вычисляется свой фильтрующий 

множитель, учитывающий «энергию» рядом стоящих коэффи-

циентов разложения. Показано, что в ряде случаев мультипли-

кативные алгоритмы имеют меньшую ошибку фильтрации по 

сравнению с пороговыми [33,35,102].   Свой фильтрующий 

множитель для каждого коэффициента разложения также вы-

числяется в локальных алгоритмах вейвлет-фильтрации из усло-

вия минимума среднеквадратической ошибки фильтрации (см. 

например, [20,20,26]).  ♦ 

Замечание 3.3.4. Определённой альтернативой алгоритмам 

вейвлет-фильтрации является пространственно-локальная филь-

трация, когда обрабатываются не коэффициенты вейвлет-

разложения зашумленного сигнала, а сами зашумленные значе-

ния фильтруемого сигнала, попавшие в апертуру фильтра. Пока-

зано [19,21,99], что для некоторых распределений шума измере-

ния пространственно-локальная фильтрация оказывается более 

предпочтительней. Кроме этого эту фильтрацию можно исполь-

зовать для удаления артефактов, которые могут появиться после 

вейвлет-фильтрации [34,99].   ♦ 

 

3.3.3. Исследования эффективности предфильтрации 

выходного сигнала 

 

Для ответа на вопрос об эффективности фильтрации вы-

ходного сигнала перед построением регуляризированного реше-

ния был проведен вычислительный эксперимент, в котором 

строились три регуляризированных решения: 

1. Решение   1 ( ), ( )
W W

k F R F F f

 
    , в котором исходны-

ми данными являются зашумленные значения входного и вы-

ходного сигналов с относительными уровнями шумов 


 ,  , 
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а в качестве параметра регуляризации берется оценка W . От-

носительная ошибка этого решения определялась как: 

W
k k

k
k











 . 

2. Решение  1

,
ˆ ˆ( ), ( )

W W W W
k F R F F f

   
  
 

, где ˆ
W

f - резуль-

тат предварительной фильтрации (3.3.7) выходного сигнала 

идентифицируемой системы, W - пороговая величина, удо-

влетворяющая неравенству (3.3.8). Относительная ошибка это-

го решения определялась как: 
,

,
ˆ

ˆ
W W

k k

k
k








 

 
 . 

3. Решение   1ˆ ( ), ( )
WW

k F R F F f








 

  
 

, где f

- выходной 

сигнал, искаженный нормально распределенным «белым» шу-

мом измерения с относительным уровнем, который определял-

ся уровнем остаточной ошибки вейвлет-фильтрации 

ˆ
W

f f

f


 


 . Другими словами, это решение позволяет 

определить точность регуляризированного решения в случае, 

когда выходной сигнал системы искажен «белым» шумом, 

уровень которого равен величине  . Относительная ошибка 

этого решения определялась как: 
,

ˆ

ˆ
W

k k

k
k











 




 . 

Так как приведенные относительные ошибки являются слу-

чайными величинами (зависят от конкретных реализаций шумов 

измерений), то по выборке объемом 50 были вычислены средние 

значения 
k



, 

,k̂


 
,  

,k̂


 
. Эти значения для ВХОД1 приведе-

ны в табл. 3.6. Для входного сигнала ВХОД2 результаты приве-

дены в табл. 3.7. 
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                                                                             Таблица 3.6 

Уровень 

шума   

Уровень 

«остаточного» 

шума    

Относительные ошибки 

решений 

k
  

,k̂ 
  

,k̂ 
  

0.02 0.011 0.080 0.082 0.071 

0.05 0.022 0.093 0.096 0.083 

0.075 0.040 0.108 0.112 0.091 

0.10 0.049 0.122 0.131 0.094 

0.15 0.067 0.144 0.163 0.105 

 

                                                                                 Таблица 3.7 

Уровень 

шума   

    Уровень 

«остаточного» 

шума    

Относительные ошибки 

решений 

k
  

,k̂ 
  

,k̂ 
  

0.02 0.013 0.064 0.072 0.051 

0.05 0.029 0.091 0.999 0.072 

0.075 0.041 0.106 0.115 0.082 

0.10 0.051 0.117 0.134 0.090 

0.15 0.072 0.140 0.165 0.103 

 

Из анализа этих таблиц можно сделать вывод, что предва-

рительная фильтрация выходного сигнала, искаженного нор-

мально распределённым шумом не уменьшает ошибку регуля-

ризированного решения по сравнению с ошибкой решения, вы-
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численного по сигналу без его предфильтрации (особенно это 

видно в случае высокочастотного входного сигнала см. табл. 

3.7). Этот факт можно объяснить тем обстоятельством, что 

вейвлет-фильтрация белого шума делает его «цветным» с суще-

ственной корреляцией между соседними отсчетами [40]. 

На рис. 3.5 приведены автокорреляционные функции ис-

ходного шума i  выходного сигнала (сплошная кривая) и «оста-

точного» (после вейвлет-фильтрации) шума f̂ f    (точеч-

ная кривая). По оси абсцисс рисунка указана величина лага при 

вычислении значений автокорреляционной функции. Видна су-

щественная корреляция между отсчетами остаточного шума, ко-

торая обуславливает трансформацию спектра шума в область 

низких частот, что обуславливает увеличение ошибки регуляри-

зированного решения. 

 

 
Рис. 3.5. Автокорреляционные функции шумов 

 

Заметим, что аналогичную корреляцию вносит и медиан-

ный фильтр (штриховая кривая на рис. 3.5), используемый для 

фильтрации нормально распределенного шума с одинаковой 
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дисперсией. Однако применение этого фильтра становится не-

обходимым при наличии в выходном сигнале аномальных изме-

рений, обусловленных так называемым импульсным шумом. В 

этом случае вейвлет-фильтрация имеет низкую эффективность 

[36, 37], а применение медианного фильтра позволяет убрать 

аномальные измерения. Этот тезис подтверждают исследования, 

выполненные в работе [64]. 

Приведенные результаты (а также результаты эксперимен-

тов с другими формами входных сигналов) позволяют сделать 

важный вывод  (для методов решения уравнений с разностным 

ядром) вывод, что ошибка регуляризированного решения при 

«цветном» шуме измерения выходного сигнала значительно 

выше (зависит от соотношения полос спектров шума и точной 

правой части), чем при «белом» шуме. 

Следовательно, можно говорить о нецелесообразности 

предварительной фильтрации выходного сигнала идентифи-

цируемой системы, искаженного нормально распределенным 

шумом с одинаковой дисперсией. При наличии аномальных из-

мерений целесообразно использовать медианный фильтр, кото-

рый хорошо фильтрует аномальные измерения при соответ-

ствующем выборе размеры апертуры. Эти выводы можно обоб-

щить на решение обратных измерительных задач с неточно за-

данной ИПФ измерительной системы. 

 

3.3.4. Двухэтапный алгоритм идентификации при  

высоком уровне входного сигнала 

 

Обобщая результаты предыдущих исследований, приходим 

к следующей схеме двухэтапного алгоритма идентификации: 

Этап 1. Вейвлет-фильтрация входного сигнала идентифици-

руемой системы, т.е. 

 1ˆ
W W

W T W
    

 
.                      (3.3.10) 

Этап 2. Построение регуляризированного решения, когда в 

качестве входного сигнала берется результат вейвлет-

фильтрации на первом этапе. 
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В операторной форме эта схема идентификации отображает-

ся как: 

 1ˆ ˆ( ), ( )
( )

,W W
k F R F F f

W W
   

  


  

.           (3.3.11) 

Для ответа на вопрос об эффективности этой схемы иденти-

фикации был выполнен вычислительный эксперимент, в кото-

ром строились три регуляризированных решения: 

 решение ˆ

W
k , которое соответствует точному входному 

сигналу и зашумленному выходному сигналу с относительным 

уровнем шума измерения  ; 

 решение 
ˆ

W
k , которое соответствует зашумленным 

входному сигналу и выходному сигналам с относительными 

уровнями шумов  ,   соответственно и вычисляемое по схе-

ме (3.3.2); 

 решение 
 ˆ

,W W
k

 

, вычисляемое по схеме (3.3.11). 

Для всех трех решений определялась средние значения от-

носительных ошибок идентификации (объем выборки был равен 

50) при разных относительных уровнях шумов измерений  , 

 . Эти средние значения, вычисленные для ВХОД1 приведены 

в таблице 3.8. 

В втором столбце таблицы приводятся средние значения от-

носительной ошибки 
ˆ

ˆ
W

 





 , что позволяет оценить эф-

фективность вейвлет-фильтрации зашумленного входного сиг-

нала. В последнем столбце находятся средние значения коэффи-

циента эффективности двухэтапного алгоритма идентификации 

 

ˆ

ˆ
,

W

W W

eff

k k

K

k k














 

, который показывает во сколько раз 
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уменьшается относительная ошибка двухэтапного алгоритма 

идентификации по сравнению с относительной ошибкой «тра-

диционного» регуляризированного решения (????). 

 

Таблица 3.8 

Уровни шума 
Относительные ошибки 

идентификации Коэффициент 

effK  
  ˆ    ˆ

W
k  ˆ

W
k  

 ˆ
,W W

k

 

 

0.02 0.013 

0.02 0.078 0.083 0,077 1.072 

0.05 0.097 0.099 0,095 1.041 

0.10 0.115 0.119 0,115 1.032 

0.05 0.025 

0.02 0.078 0.093 0,080 1.161 

0.05 0.097 0.104 0,100 1.042 

0.10 0.115 0.122 0,118 1.032 

0.075 0.034 

0.02 0.078 0.103 0,084 1.204 

0.05 0.097 0.111 0,103 1.074 

0.10 0.115 0.128 0,123 1.044 

0.10 0.042 

0.02 0.078 0.106 0,086 1.236 

0.05 0.097 0.119 0,109 1.096 

0.10 0.115 0.133 0,127 1.049 

0.15 0.067 

0.02 0.078 0.131 0,101 1.302 

0.05 0.097 0.134 0,116 1.158 

0.10 0.115 0.148 0,138 1.071 

 

Заметим, что для входного сигнала ВХОД2 (высокочастот-

ный сигнал) результаты были аналогичными, но значения коэф-

фициента эффективности были на 10-15 % были ниже по срав-

нению с коэффициентами эффективности для сигнала ВХОД1. 

Анализ результатов этой серии вычислительного экспери-

мента позволяет сделать следующие выводы: 

1. Вейвлет-фильтрация входного сигнала существенно (бо-

лее чем в два раза) уменьшает относительный уровень шума из-

мерения этого сигнала, что позволяет в значительной степени 
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устранить влияние шума измерения входного сигнала на ошиб-

ку регуляризованного решения. 

2. Если уровень шума входного сигнала соизмерим или 

меньше уровня шума измерения выходного сигнала, то выиг-

рыш от применения предложенного двухэтапного алгоритма 

идентификации (14) не велик (порядка несколько процентов). 

3. Если уровень шума входного сигнала значительно боль-

ше уровня шума измерения выходного сигнала, то выигрыш от 

применения предложенного двухэтапного алгоритма идентифи-

кации становится существенным и может достигать 25-30 % по 

сравнению с регуляризированным решением, построенного без 

предварительной фильтрации входного сигнала. 

Поэтому предложенный двухэтапный алгоритм непарамет-

рической идентификации целесообразно использовать при 

уровне шума измерения входного сигнала идентифицируемой 

системы, который в несколько раз превосходит уровень шума 

выходного сигнала. Это требует знаний соответствующих уров-

ней шумов измерений. Так как на практике относительный уро-

вень шума измерения часто бывает неизвестным, то для его 

оценивается можно обратиться к простой оценке (основанной на 

дискретном преобразовании Фурье), приведенной в пункте 2.5 и 

позволяющей с высокой точностью (порядка 4-6 %) определить 

эту числовую характеристику шума измерения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В работе приводятся два класса регуляризирующих алго-

ритмов идентификации импульсной переходной функции ста-

ционарной системы, вычислительными основами которых яв-

ляются сглаживающие кубические сплайны и дискретное пре-

образование Фурье. 

При построении этих алгоритмов существенно учитывался 

не только шум измерения выходного сигнала, но и шум измере-

ния выходного сигналов идентифицируемой системы. Алгорит-

мы позволяют строить устойчивые решения задачи непарамет-

рической идентификации при самой различной информации об 

искомой импульсной переходной функции. Использование дис-

кретного преобразования Фурье и алгоритма быстрого преобра-

зования Фурье как при построении регуляризированного реше-

ния, так и при выборе параметра регуляризации обусловливает 

высокую вычислительную эффективность приведенных алго-

ритмов идентификации.  

Учет случайных шумов измерения входного и выходного 

сигналов идентифицируемой системы как при построении регу-

ляризированного решения, так и при выборе параметра сглажи-

вания или параметра регуляризации позволил сделать  поста-

новки  задачи идентификации более близкими к используемым 

на практике схемам измерений. 
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